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LEZIONE  PRIMA 

Delle  primitive  complete  delle  equazioni 
alle  derivate  del  primo  ordine. 


277.  Una  equazione  tra  due  variabili,  si  chiama 
primitiva  di  una  alle  derivate  del  primo  ordine,  quan- 
do la  sua  derivata  esatta  combinata  opportunamente 
con  essa,  se  occorra,  dia  quella  alle  derivate;  e si  chia- 
ma , primitiva  completa , se  essa  contiene  una  costante 
arbitraria  non  esistente  nella  equazione  alle  derivate; 
primitiva  particolare , se  si  può  desumere  da  questa , 
dando  un  valore  costante  ed  individuato  all’arbitraria  ; 
e primitiva  singolare , quando,  per  desumerla  dalla 
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completa,  sia  duopo  dare  alla  arbitraria  medesima  un 
valore  clie  sia  una  effettiva  funzione  delle  variabili. 

Se  in  una  equazione  alle  derivate  del  primo  or- 
dine si  porrà,  in  luogo  della  variabile  considerata  fun- 
zione dell’altra,  il  suo  valore  cavato  da  una  sua  primi- 
tiva , ed  in  luogo  della  derivata  della  stessa  variabile 
porrassi  la  effettiva  derivata  del  medesimo  suo  valore , 
la  risultante  sarà  soddisfatta  indipendentemente  dalle 
quantità  colle  quali  essa  rimarrà  formata. 

f(oi  supporremo,  che,  ogni  equazione  alle  derivate 
del  primo  ordine  abbia  una  primitiva  completa  , come 
ha  luogo  effettivamente,  per  cui  essa  avrà  infinite  pri- 
mitive particolari:  lo  avere  poi  primitive  singolari  è 
proprietà  di  molte  equazioni  alle  derivate , ma  non  di 
tutte,  siccome  vedrassi. 

In  questa  lezione  per  primitive,  senza  altra  dichia- 
razione, si  intenderanno  le  complete;  e si  avranno  se- 
gnatamente di  mira  le  regole  per  trovare  in  termini 
finiti  le  primitive  delle  equazioni  alle  derivate  del 
primo  ordine:  ed  esse  si  terranno  per  conosciute, 
quando  le- difficoltà  di  ottenerle,  saranno  ridotte  a 
trovare  le  primitive  di  funzioni  ciascuna  delle  quali 
contenga  quella  sola  variabile,  rispetto  cui  si  dovrà 
prendere  la  primitiva  di  essa. 

278.  Una  equazione  alle  derivate  del  primo  ordine 
chiamasi  lineare  , quando  la  variabile  considerata  fun- 
zione dell’altra  non  che  la  sua • derivata , vi  siano  in 
essa  alla  sola  prima  potenza  ed  in  termini  differenti , 
dimodoché  la  forma  generale  di  tali  equazioni , le 
variabili  essendo  x,  y,  sarà 

ay  — b y ~ c. 


Digitized  by  Google 


DI  CALCOI.O  3ITBI.IME 


5 

ove  le  a , b , c esprimano  o costanti  ovvero  funzioni 
della  sola  variabile  x. 

Troviamo  la  primitiva  di  questa  equazione  nel 
caso  di  c — io,  cioè  troviamo  la  primitiva  della 

ny’  — by  — o. 


_ »,  y*  b . . rb  , 

Questa  equazione  da  - — ~ — , ossia  log ■y~J — 


e però  sarà 


la  primitiva  richiesta.  La  B costante  arbitraria  si  è 
posta  per  semplicità  in  vece  della  e*,  quantità  costan- 
te ed  arbitraria  , perchè  tale  è la  k : l’ espressione 

significa  una  primitiva  particolare  della  quantità  -, 

e la  e indica  la  base  dei  logaritmi  iperbolici. 

Per  trovare  la  primitiva  della  equazione 

°y'  — by  = c, 

suppongasi  y ~ tu , dove  t,  u siano  due  funzioni 
incognite  della  x. 

Sostituendo  nella  proposta  equazione  in  vece  della 
y il  prodotto  tu  e della  y la  l'  u -+-  tu'  derivata  del 
medesimo  prodotto,  si  ha  la  seguente 

(au'  — bu)t-+-aut'~c, 

tra  le  due  funzioni  t,  u , per  cui  una  di  esse  è dispo- 
nibile. 

Suppongasi  la  u tale  da  rendere  au' — bu—o,  e 
la  equazione  trovata  si  ridurrà  alla  aut'^,c. 
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L’ equazione  au'  — bu  — o , per  l’esposto  dianzi , 
somministra  u — Be  , e la  seconda  cioè  aut'~c 

- ri 

r . i f*c  J a 

evidentemente  t'  ~ — ossia  t — — I — e -+-  Af; 

au  HJ  a 


e però  si  avrà 


n 


Be  ovver 


n*=(Dfi 


-fhJ 


per  primitiva  richiesta.  La  D,  posta  visibilmente  in 
vece  di  BK,  esprime  la  costante  arbitraria;  e sì  la  pri- 

A*  J a 

, chela  j — e entrambe  rispetto  alla  x , 

sono  particolari. 

279.  Quando  una  equazione  alle  derivale  sia  ridotti 
alla  forma  b~a,  e che  la  a sia  funzione  della 

sola  y,  e la  b funzione  della  sola  x,  si  suol  dire,  che  in 
essa  le  variabili  sono  separate.  « 

La  primitiva  di  sì  fatte  equazioni  èJndy+JbdxzK, 
ove  la  K esprime  la  costante  arbitraria  ; e la  cono- 
scenza effettiva  della  equazione  richiesta  dipenderà 
dalle  primitive  Jady,  jbdx\  cioè  dalle  quadrature 
(5  1 80)  degli  spazj  ordinari  delle  curve  aventi  le  ordi- 
nate a(y),  b(x)  corrispondenti  alle  ascisse  y,  x. 

Vagliasi  la  primitiva  della  equazione 


• . rh 

miti  va  I — 

J « 


ah  y b k ~ o 


nella  quale  h,  k siano  funzioni  della  sola  y,  e le  a,  b 
della  sola  x. 
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Si  divida  pel  prodotto  a k , « si  avrà  la 

-+-  — ~ o ; equazione  nella  quale  le  variabili  sono 
separate;  e la  cui  primitiva  è 

fi 

Per  iscoprire,  se  le  a,  p,  che  entrano  in  una  equa- 
zione della  forma  a.y  -+-  p — o,  ove  la  y vi  è nel 
solo  modo  visibile , siano  ciascuna  il  prodotto  di  due 
funzioni  l’una  della  x e l’altra  della y,  come  si  è sup- 
posto nella  equazione  qui  trattata , si  potrà  procedere 
«•olla  regola  seguente. 

Si  cerchi  quel  massimo  divisor  comune  delle  fun- 
zioni « (x,  y) , a'( x),  che  è funzione  della  sola  y ; per 
esso  si  divida  la  a(x,y),  e se  il  quoto  non  conterrà  la 
y,  la  a(x,y)  eguaglierà  il  prodotto  di  due  funzioni 
l’una  della  xe  l’ altra  della  y , la  prima  delle  quali 
sarà  il  quoto  ottenuto  e l’altro  lo  stesso  massimo  di- 
visor comune  trovato  : altrettanto  dicasi  della  p(x,  y). 

380.  Troviamo  la  primitiva  della  equazione  ay'+pzo, 
supposto  le  a,  p funzioni  delle  x,  y omogenee  e di  di- 
mensioni eguali  entrambi  dd  n. 

Le  equazioni  che  hanno  questa  proprietà , si  chia- 
mano equazioni  omogenee. 

Si  supponga y —xu,  ove  la  u esprima  una  fun- 
zione incognita  della  x : pongasi  questo  valore  della  y 
nelle  a(x,y),  P(x,y)-,  e si  abbia 

<x(x,  x«)z=ax",  e p(x,  xu)~bxn, 

ove  le  a,  b sono  funzioni  della  sola  «;  e lo  stesso  xu  si  so* 
stituisca  anco  nella  equazione  data;  e si  avrà  la  seguente 

a{u~t-xu')a^-*-bxn—o  ossia  a(u-\-xu')-*-b—o, 
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la  quale  visibilmente  riducesi  alla 


I 

x 


in  cui  le  variabili  x,  u sono  separate;  ed  ba  per  primitiva 

log.x  -+-  f- — - — 7 du  — K. 

J au-t-  b 

Sostituendo  in  questa  equazione,  dopo  aver  eseguita 

fi  y 

l’operazione  l—^-j-du, in  luogo  della  u il  suo  valore 

essa  si  ridurrà  tra  le  x,  y,  la  quale  sarà  la  primitiva 
richiesta.- 

281,  Si  voglia  la  primitiva  della  equazione 


y + xf(/)  + F(y')  = o, 

la  quale  comprende  come  caso  particolare  le  omo- 
genee. 

Suppongasi  y —Ju,  e però^'  — u ; e l’equazione 
data  ridurrassi 


fu  -+-  xf[u)  -+-  F(u)  — o , 


la  cui  derivata  esatta  è la  seguente 

u -t-/(n)  ■+■  (xf(u)-+-F'(u))  u'  — o. 


In  questa  equazione  cangisi  la  variabile  principale. 


dalla  x nella  u,  cioè  pongasi  in  essa  ($66)  — - — in  vece 

x[u) 

della  u'\  e si  avrà  la 


(«  xf(u)  = - F'(„), 

la  quale  è lineare,  per  cui  si  sa  trovare  la  primitiva 
($  278).  Di  fatto,  supposto  x—pt,  ove  £,  u esprimano 
due  funzioni  della  u,  la  ricerca  della  sua  primitiva 
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ridùcesi  a quella  delle  primitive  delle  due 

(“  +/(“))  + 4/»=°>  («+/("))  +f»=o, 

nelle  quali  le  variabili  sono  immediatamente  separa- 
bili, come  abbiamo  già  veduto  nel  $ 2-8  medesimo. 
Combinando  la  primitiva  della 

(«-*-/("))  (^)- f 'M=- F'(u ), 

alla  y-\-xf(u)-*~  F(u)  — o talmente  da  eliminare  la 
quantità  u,  avrassi  una  equazione  tra  le  x,  y ed  una 
costante  arbitraria , la  quale  sarà  equivalente  alla  data 
e però  ne  sarà  la  primitiva  richiesta. 

Se  fosse  F\y')—o,  cioè  se  mancasse  l’iiltimo  termi- 
ne della  equazione  qui  trattata , essa  si.  ridurrebbe  alla 


y -4-  xf(y')  = o. 


die  sciolta  rispetto  alla  y'  si  riduce  omogenea  ; e però 
la  sua  primitiva  si  potrà  avere  e col  metodo  esposto 
nel  paragrafo  antecedente  ed  anco  coll’ eliminare  la  tu 
dalla  equazione  y •+-  xj\u)  ~ o mediante  la  primitiva 

della  ( u -+-/(!/))  -+-  xf'(u)—o. 

282.  Così , la  primitiva  di  una  equazione  contenente 
le  sole  quantità  x,  y1,  ovvero  le  y,  y1  si  può  aneli’ essa 
scoprire  colla  stessa  regola  esposta  nel  paragrafo  antece- 
dente: comunemente  però  si  scopre  col  metodo  seguente. 

Sciolta  rispetto  alla  y',  abbiasi  per  la  prima 
y—\p(x),  e per  la  seconda y=z\(j)  : la  primitiva  delln 
y'  — \p(x)  hy — Jrpdxz=.K,  e quella  della y~  ±(y) 


X — K,  ove  A'  esprime  la  costante  arbi- 


traria : tutto  ciò  è evidente. 
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a85.  Vi  sono  molte  equazioni  alle  derivate  del  primo 
ordine,  le  quali  si  possono  condurre  all’una  od  all’altra 
famiglia  o forma  di  quelle  già  contemplate , mediante 
opportune  trasformazioni , e con  ciò  conseguire  le  loro 
primitive;  per  dare  un  esempio  abbiasi  la 


(a  -+-  b x -+-  c y)  y'-t~  d -+-  e x -+-  gy  — o 


ove  le  a,  b,c,  d,  e.g  esprimono  quantità  date  e costanti. 

Si  supponga  X — ed  yxzft-t-u:  le  a,  fi 

esprimano  due  costanti,  e le  t,  u due  funzioni  della  x. 

Sostituendo  questi  valori  delle  x,  y nella  proposta 
equazione,  si  Ila  la 

(a-t-ba-+-cfi-*-bt-+-cu)  u'-+-  (d-*-eCL-*-gp-i~ct-*-gu)  t'—o: 

si  determinino  le  a,  fi  talmente  da  soddisfare  le  due 
equazioni 

• a-^-ba-i-efi—o,  d-¥-  ca-+~gP~o , 


le  quali  danno 

cd — ag  0 bd — ae 
« — 7 , fi  — » i 

bg — ce  bg  — ce 

e la  equazione  trovata  tra  le  funzioni  t,  u si  ridurrà  alla 
(bt  + cu)u'+  (et + gtt)  t'—o  ossia  [bt+cu)^-^j+ et+gu—o, 


della  quale  si  sa  trovare  la  primitiva  , perchè  è 
omogenea. 

La  .primitiva  di  quest’ultima  equazione  suppongasi 
F(t,  u,  k)  — o, 

ove  la  k esprime  In  costante  arbitraria;  e sarà 

F(x—a,y  — fi,  l)  — o 
% 

la  richiesta;  giacché  dalle  due  supposte  x~a-+-t, 
y zx.fi limisi  t — x — a,  ti  —y  — fi. 
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qui  eseguita  non  avrebbe  più  luogo:  in  questo  caso 
però  la  proposta  equaziqne  ridueesi 

(a-*-C-(ex-*-gy)^/-*-d+ex-¥-t;y=.o, 

u* f 

per  la  quale  supposto  ex-t-gy  — u,  e però  y~ , 

n 

si  ottiene  la  seguente 

( c \ (vi  — e\  j 

( a- 1 — u ) ( i-t-ri-4-n=.o 

\ 8 J\  6 ) 

di  cui  le  variabili  si  possono  separare,  e perciò  avere  la 
sua  primitiva  mediante  l’espósto  nel  $ 279. 

a84-  Si  incontrano  alcune  equazioni  alle  derivate, 
che  ridotte  ad  avere  la  forma  ay  -*-b~  o,  le  a',  b 
riescono  funzioni  di  entrain!*:  le  variabili  x,  y,  ma 
tali,  cbè  è identica  la  equazione  seguente  a’(x)~b'(y), 
per  cui  (§  2^5)  il  binomio  ay'-*-b  è una  derivala  esatta 
di  una  funzione  delle  x,  y : queste  sono  quelle  equazio- 
ni , che  si  chiamano  derivate  esatte. 

Quando  le  a,  b siano  cosiffatte  funzioni  delle  x,y, 
che  si  concepisca  immediatamente,  di  qual  funzione 
delle  x,y  lo  ay1  -*-b  sia  derivata,  eguagliando  questa 
funzione  ad  una  costante,  si  ottiene  senza  altre  consi- 
derazioni la  primitiva  completa  della  ay*  -+-bzzo. 

Negli  altri  casi,  supposto  sempre  identica  la  cqua- 
zidhe  a'(x)  — b'(y)  si  potrà  avere  la  primitiva  richiesta 
col  metodo  seguente.  .. 

Trovisi  una  primitiva  della  a rispetto  alla  y,  e sia 
p(x,y)-,  indi  si  trovi  una  primitiva  della  b — p'[x) 
rispetto  alla  x,  e sia  q (x)  : e la  equazione  primitiva  ri- 
chiesta sarà  p(x,  y)-*-q  (x)  = K. 
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Comincio  a dimostrare,  che  la  quantità  b — p'(x) 
non  contiene  la  y. 

Per  essere  p'  (y)  — a , bassi  (^~j  ossia 

~ a’(x)  ; per  cui , essendo  a'  (ar)  = b'(y) , 

sarà  anco 

*M=(^)  «**  (<*^)=.. 

equazione  che  significa  appunto,  che  b — p'(x)  non 
contiene  la  y. 

Fatto  ciò , osservisi  , che  dalla  equazione 
p(x,  y)  -+•  q(x)  z=.  K si  ha  la  seguente 

p'(x)-*-p'(y)yi  -+-  q'(x)—o  ossia  la 


p'(x)-\- ay'-+- b — p'(x)— o cioè  la  ny1-*- l/~n, 


che  è la  stessa  data.  Quindi  la  p(x,  y)-*-q(x)  xxK 
sarà  effettivamente  l'equazione  primitiva  della  data 
medesima. 

a85.  Qualunque  sia  la  equazione  data  alle  derivate 
del  primo  ordine,  esiste  sempre  un  fattore  od  una  quan- 
tità funzione  delle  x,  y,  per  la  quale  moltiplicando 
ciascun  membro  della  medesima  equazione  data , già 


ridotta  olla  forma  y*  — — o,  ne  somministra  un’ al- 
zi 

tra,  che  è derivata  esatta. 

La  equazione  data,  ridotta  alla  forma  qui  esposta, 
si  indichi  colla  y1  f(x,y)  = o;  e la  F{x,y)  = a 
rappresenti  la  sutt  primitiva  completa,  ove  la  a è l’op- 
portuna costante  arbitraria. 


Questa  primitiva  dày' 


F'(x). 

*'h)’ 


e però  a v cassi 
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f(X'rì  — T^)  0,,ia  y-*-J\x,  ?)=/-+-  , cioè 

(/-*-/{*,  y))  F'(y)  = F'(x)  FW- 

Moltiplicando  adunque  aciascun  membro  della  equazione 
data  per  la  quantità'  F'(y),  si  lia  la  y1  F’{y)-*-F'(x)—0, 
che  è visibilmente  derivata  esatta. 

Dalla  stessa  ultima  equazione,  qui  trovata,  si  de- 
sume anco  la  seguente 

(/  •+■/(*,  fi)  F'(y)  t(F)=F'^(F>, 

la  quale,  qualunque  sia  là  funzione  indicata  colla  ip(F), 
ha  il  secondo  membro  derivata  esatta. 

Si  concluda  per  tanto,  che  tutti  i fattori  o le 

da\ 

-r  ) sono 

drJ 

atti  a rendere  la  equazione 

y'  y)  — ° 

una  derivata  esatta. 

Ora  esporrò  una  proprietà  del  fattore  atto  a ren- 
dere la  equazione  ay J + J = o una  derivata  esittta  , 
qualunque  funzione  delle  x,y  siano  a,  b,  col  soccorso 
della  quale  talvolta  si  può  individuare  lo  stesso  fattore, 
senza  conoscere  la  primitiva  della  equazione  data. 

Il  fattore  si  chiami  n (x,  y)  : dovrà  essere  derivata 
esatta  il  binomio  (iaS -t-bp,  e però  identica  la  equa- 
zione — ° (5  k *iuJ* 

sviluppata  si  riduce  alla  seguente 

a p'(x)-~  b[i'(y)  -+-  («'(x)  — Vi yijn  — o : 


quantità  della  forma  $(F)F,(y)  ossia 
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dimodoché,  ogni  valore  della  funzione  u,  che  soddisfac- 
cia questa  equazione,  sarà  un  fattore  atto  a rendere  de- 
rivata es:itta  la  proposta  equazione  cioè  la  ny'-f-ò— o. 

La  ricerca  di  valori  della  tt  soddisfacenti  la  equa- 
zione, qui  trovata,  include  difficoltà,  non  minori  di 
quelle  della  ricerca  della  primitiva  della  ay' -x- b z=lo  ■, 
per  cui , generalmente  parlando , la  cognizione  della 
medesima  equazione  trovata  in  (i  e sue  derivate  parziali 
l i'(x ),  fi'{y ) è di  poca  utilità. 

Seia  quantità  (V(x) — b'(y))  riescirà  funzione 


della  sola  x,  ovvero 


la  J(«'(xj -b'(y)) 


funzione  della 


sola y,  si  potranno  individuare  valori  delle  (x,  i quali 
nel  primo  caso  siano  funzioni  della  sola  x,  c nell’altro 
della  sola  y. 

Di  fatto,  nel  primo  caso  , suppongasi  (i  funzione 
della  sola  x,  ossia  ammettasi  (l'iy)  — o , e la  equazione 
in  (x  trovata,  ridurrassi  alla 


fi'(x)  — ^ ( b'{y)  — <i'(x))  u = o , 

della  quale,  per  essere  lineare,  si  sa  trovare  la  primi- 
tiva; e però  si  potranno  individuare  funzioni  della  so- 
la x,  che  siano  fattori  atti  a rendere  derivata  esatta  la 


equazione  ay'-x-b—o,  semprechè  ~(b'(y) — a'(x))  riesca 

funzione  della  sola  x,  o non  contenga  la  variabile  y. 

Così,  pel  secondo  caso,  cioè  quando  j(a'(x) — b'(y )) 

non  contenga  esplicitamente  la  x ; supposto  (i  funzione 
della  sola  y ossia  u'(.r)  ~o , la  medesima  anzidetta 
equazione  si  riduce  alla  seguente 
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!‘'(y)  — j («'(*)  — 1>'  M)  m = ° > 

die  somministra  facilmente  funzioni  della  sola  y valori 
della  u,  che  siano  fattori  atti  a rendere  la  equazione 
ny1  ~¥-b~o  una  derivata  esatta,  quando,  lo  ripeto, 

la  quantità  ^ (a'(x)  — b'(y)^  non  contenga  la  x espli- 
citamente. 

Qualora  fosse  preventivamente  nota  la  famiglia 
delle  funzioni  delle  x,  y,  alla  quale  appartenesse  la 
(i(x,y),  potrebbcsi  individuare  la  a , soddisfacendola 
equazione  risultante,  col  porre  tal  famiglia  di  fun- 
zioni nella  equazione 

a[i'(x)  — l>u'(y)  -+-  (a'(x)  — b'(y))u  — o 

in  vece  della  « stessa , e determinando  gli  opportuni 
valori  dei  parametri  arbitrari  contenuti  in  Uri  famiglia 
di  funzioni , onde  soddisfare  la  equazione  risultante  in- 
dipendentemente dalle  due  variabili  x,y. 

Si  trattò  anco  la  quistione  : scoprire  quali  sono  le 
equazioni  di  tali  famiglie , che  sono  rese  derivate 
esatte  da  fattori  di  forme  date;  ma  di  essa  non  ci 
occuperemo. 

a86.  Il  metodo  usato  ($  378)  per  trovare  la  primitiva 
della  equazione  lineare 

ay'  by  — c 

cioè  nella  ipotesi,  che  le  a , b,  c siano  funzioni  della  so- 
la x,  si  pnò  usare  anco  in  molti  casi,  nei  quali  le  a,b,c 
contengono  la  y,  purché  si  possano  determinare  le  t,  u 
mediante  le  due  equazioni 

au'~t-bu  — o , a tu’  ~ c. 


lf>  I.FZIONI 

Per  esempio,  se  si  avesse  la  equazione  seguente 

h(x)y’*y'+y”'+'  = l(x)y, 

cioè  fosse  a ~y"‘  h,  l>  — ym,  c c~  y*l,  le  due  equa- 
zioni alle  derivate  tra  t,  u e la  x sarebbero 

h d*  um  u1  /*"  um*'  ~ o , h tm  «,n+I  t1  ~ 1 t*  M* 


ossia  li'  -f-  V — ° ! t'  tm~K  — T II **""*"' , 

A A 

la  prima  delle  quali  dà  u~Ap,  ove p esprime  c , 
e riduce  la  seconda  alla  t' tm~H  ~~(A p)’,',n'' , la  quale 
somministra 

- —R  -*Jj^(A  p)n~m~'  ossia  (—^C+(ni-n  + i)J^[Ap)n'm'l'^m-h  ' 

Quindi  la  equazione  richiesta  sarebbe 
y — A p — n (A p)n~m~''^m~*+'  cioè 


ove  le  primitive  indicate  sono  particolari  , perchè 
A,  B sono  costanti  arbitrarie;  e la  D è posta  in  vece 

I 

di  CAm-n+'  e la  C di  B(m  — n-+-i). 


Ed  in  generale  si  potrà , colla  su  posizione  di 
yxzlu,  trovare  la  primitiva  della  equazione  ay~t-b—c , 
quando  la  u'-a(x,tu)-+-ub(x,lu)  — o non  contenga 
la  t , ovvero  si  possa  eliminare  lato  colla  divisióne  o 
colla  moltiplicazione,  e che  la  rimanente  tra  le  x,  u,  u’ 
sia  di  quelle,  di  cui  si  sanno  trovare  le  primitive:  e tale 
sia  pure  quella  che  si  ottiene,  col  porre  per  u il  suo  va- 
lore nella  d un(x,  vt)~c(x,  ut). 
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287.  Si  intenda  colla  f(x,y,y)— o una  equazione  di 
cui  si  conosca  la  primitiva;  e vogliasi  la  primitiva  della 

/(x-wr,  <p(y),  / f(y))  = o , 

ove  la  a esprime  una  costante  e la  <p  una  funzione 
qualunque  della  y. 

Suppongasi  tf(y)  — u,  u nuova  funzione  della  x; 
e si  avrà 

/(x  -t-  a,  u,  u')  rz  o oppure  f(x  -+-  <1,  u,  — j — o 

ove  le  derivate  si  riferiscono  a qualunque  variabile. 
Questa  variabile  sia  (,  la  quale  eguagli  x-t-a;  e la 
equazione  trovata  ridurrassi 

f(t,  u,  u'(t))=  o, 

per  essere  x-t-a=:f,  ed  x'  zzi . 

, » 

La  primitiva  di  quest’  ultima  equazione  sarà  for- 
mata colle  t,  u,  come  la  primitiva  della  f(x,y,  y)~  o 
lo  sarà  colle  x,  y ; e però,  la  primitiva  della 
/(x  -t -a,  <p(y),  <p’(y)y)  = o sarà  quella  equazio- 
ne , cbe  avrassi  , sostituendo  nella  primitiva  della 
f(x,y,y)  — ° in  luogo  delle  x,  y rispettivamente 
x -+-  a,  (p{y). 

288.  Si  incontrano  equazioni  alle  derivate , le  quali 
con  opportune  trasformazioni  riduconsi  ad  altre , delle 
quali  non  si  sauno  trovare  immediatamente  le  primi- 
tive , ma  lasciano  travedere , cbe  , operando  su  di  esse , 
come  si  è operato  sulle  prime , si  ridurrà  finalmente  la 
ricerca  delle  loro  primitive  a scoprire  quelle  di  equa- 
zioni , che  appartengono  a qualche  famiglia  delle  su- 
periormente contemplate. 

Darò  di  questo  metodo  un  esempio , facendo  ve- 
roni. II.  a 
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dere,  come  si  possa  trovare  la  primitiva  completa 
della  equazione  del  Riccati 

y(x)  -4—  y*  — axm, 

nel  caso  di  m eguale  ad  uno  dei  numeri  espressi  colla 

frazione 4-^ — , ove  Vi  esprime  o,  i,  a, cioè 

ai-t-i 

un  numero  intero  positivo. 

Si  generalizzino  le  derivate , e si  avrà 

y-*-(y~<txm)x'  = o: 

pongasi  zrr"' , ed  y~^—  • j , dove  le  r,  i espri- 
mano due  nuove  variabili  funzioni  della  x ; c la  equa- 
zione proposta  si  ridurrà  alla 

/ a 

s'-+-ls* r "H-‘  1 r1  — o : 

\ ("'  + ')*  / 

si  ponga  in  quest’ ultima  r — — , ed  s~t  — ut*,  ove  l 

ed  u esprimano  due  altre  nuove  variabili;  e la  equazio- 
ne , qui  trovata , ridurrassi  alla  seguente 

u'  -4-  ( u*  — ; — - — 77  tnTr‘  *'*)/'  = o,  ossia 
\ (m-t-i?  f 


("ih-.)» 

supposto  t la  variabile  principale. 


jm+i 


-4 


Essendo  m~ 


4»  . - m 

— — — , si  lia 


4(1—0  . 

a(i — .)+.  ’ 


21+1  IW4-I 

cioè  nell’ultima  equazione  , la  cui  forma  è visibilmente 
analoga  a quella  della  data,  l’esponente  della  / varia- 
bile principale  è ciò , che  si  ha  cambiando  nella  mede- 
sima data  y(x)-t-y*  —tixm  l’t  in  i — i. 
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E per  tanto,  se  per  l’equazione  tra  t ed  u ultima 
trovata,  si  faranno  trasformazioni  analoghe  alle  due 
eseguite  per  la  data,  la  sua  primitiva  dipenderà  do 
quella  di  una  analoga , dove  però  l’ esponente  della  va- 
riabile principale  sarà 

_ 4 li  — a) 

a(i  — 2)  -t-  i 

e facendo  altrettanto  per  questa  e per  le  successive, 
si  arriverà  finalmente  ad  una  equazione  analoga  an- 
cli’essa  alla  data,  dove  la  variabile  principale  avrà  per 

• Ali  — 1)  . , < . . , 

esiionente -f-1 — ^ cioè  zero , la  cui  forma  sarà 

r a(i — 1)  — 1 

y ~*~y~ h‘  o y y — h'~ a. 


nella  quale  le  variabili  si  separano  col  dividerla  per 
y — h*\  ed  ha  per  primitiva 

log.  j a hxzz.  K: 

0 y •+■  h 

K costante  arbitraria. 

Quindi  col  regresso  delle  operazioni  eseguite,  onde 
passare  dalla  equazione  data  a quest' ultima  avrassi  la 
primitiva  della  data  medesima. 

Se  nella  equazione  data 


y y* — axm~  o 

fosse  m~ ^ — , mediante  la  seconda  delle  tras- 

ai — 1 

formazioni  superiormente  eseguite,  essa  si  ridurrebbe 
ad  uua  della  forma  stessa  della  data,  ove  però  l’espo- 

• ncnte  della  variabile  principale  sarebbe — r^—  , 

r 1 2 (t — 

che  ha  la  forma  anzi  considerata  ; e conscguentemente 
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anco  in  questo  caso  saprassi  trovare  la  primitiva  della 
equazione  del  Riceati. 

289.  Se  una  equazione 

/(*>  r»  y)  = 0 

alle  derivate  fosse  decomponibile  nelle 

/.  (*>  />  /) = «.  y^y')— /3(-c>  r»  /) =°> — 

le  quali  avessero  per  primitive  ordinatamente  le 

F,(x, y)=o,  Fa(x,y)=o,  F3(x,  y)=o, ; 

«jucste  sarebbero  altrettante  primitive  della  stessa 
f(x,  y,  y'ì  = o : 

anzi  questa  sarebbe  soddisfatta  anco  dalle 

F,(x,y)F,(x,y)  = o,  F, (or, y)  F3{x,y)  — o, 
F%[x,y)  F3(x,y)  = 0 , , 

tutto  ciò  è per  sè  stesso  evidente. 

L’ equazione’alle  derivate  sia 

xyy’-*-  (x'—y')y'—xy  = o , 

che  è quella  alla  quale  si  riduce  la  A-/’ — By1 — C—  o 
(5  226)  pel  caso  di  s = ijf(x’-+-y*),  cioè  che  la  super- 
fìcie sia  di  rotazione  ed  abbia  [ter  suo  asse  lo  stesso 
delle  ordinate  z. 

Questa  equazione  alle  derivate  si  decompone 
nelle  due 


j y -,  , x 

y — — — °»  y -* — = «» 
x y 

le  cui  primitive  complete  evidentemente  sono 
y — ax  — o,  ya- t-x’ — b'zz.  o, 
ove  le  a,  b esprimono  due  costanti  arbitrarie. 


— 4_t 
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Queste  equazioni  entrambe  primitive  «Iella 
xyy1'- i-(x’ — y%)y'  — xy  — O esprimono  che  le  linee 
di  curvatura  di  una  superficie  di  rotazione  sono  i me- 
ridiani ed  i paralleli  di  essa  medesima. 

L’osservazione  fatta  qui  sopra  per  le  equazioni 
alle  derivate  del  primo  ordine  vale  anco  per  quelle 
alle  derivate  dell’ Online  n e fimo,  quando  siano  de- 
componibili in  più  alle  derivate  aneli’ esse  dell’ordine 
n esimo',  anzi,  se  fra  queste  componenti  ve  ne  fossero  di 
ordine  inferiore  all’n  esimo,  esse  medesime  sarebbero 
primitive  della  proposta.  Per  esempio,  se  fra  i fattori 
della  funzione  f(x,  y,  y')  vi  fosse  una  funzione  delle 
sole  variabili  x,  y,  esso  eguagliato  a zero,  darebbe  una 
etpiazione  primitiva  della  y(x, y,  y')~ o. 

ago.  Le  ricerche  delle  primitive  di  alcune  equazioni, 
ove  le  variabili  sono  già  separate , talvolta  presentano 
ancora  difficoltà,  che  si  possono  superare  facilmente, 
mediante  alcuni  artifizi  particolari;  darò  due  esempj , 
col  trovare  le  primitive  delle  seguenti  e«juazioni 

| y'  _ 

|/(«-l- b x-+-cx‘)  by-i-cy’)  °* 

[ 

[/(a+bx+cx,+dx>+ex*)  J /(a+by+ry‘+{iy+ey) 

Comincio  dalla  prima.  Si  suppongano  le 
x , y funzioni  della  t nuova  variabile  ; e si  avrà 

x'  y , 

■ //  i i ii  — — a / 1 i a»  • sia  jc  tal 

y(a-b-  bx  -f-co:  ) [/(a  -4-  by  -+-  cy  ) 

funzione  della  t,  da  rendere  x'=:^/(u-i-Ax-+-  ex*) , 

e sarà  y'  = |/  (a  -t-  by  -+-  c y’) , ossia 

x1'—  a -f-  & x ex* , «1  y1—  a -+-  l>y  ty 
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Queste  due  equazioni  danno 
ix"=b-+-icx,  iy"—b-4-icy,  e però  sarà 
3 (x"-*-y")  — 3 b -+-  a c (r  -*-y)  ovvero 
3(vr'-+-j') = aà(x'-+-/)-H ar (jt -f-y)  '), 

equazione  derivata  esatta,  die  somministra 

(x'-^-y'Y—  K-*-ib(x  -*-y)-+-c(x-+-y)'  ossia 
x?-t-y'-=z\/(<K-4-ib(x-*-))-*-c(x-+-yY), 
ove  la  K esprime  la  costante  arbitraria. 

Sostituendo  in  quest’ultiina  equazione  per  le  x1 , y' 
i loro  valori , si  ottiene  la 

V(a+bx+cx’)+\/(a  + by+cy‘)=V(K+*b(x+y)+i(x+yY'), 
die  è la  primitiva  richiesta. 

Per  la  seconda  equazione,  fatto 
x/‘—  a -t-  i x ex*  -t-  <7xs-+-  e x4 , e però 

y’—a-t-by-A-cy'-ì-dy'-ì-ey*,  si  lm 
3z"=i+3cx  + 3rfx’-t-4e  r* 
iy"—  b 3 cy  -+•  3 dy'  -+- 1\  ey* , 

e conseguentemente 

x,'—y’—b(x—y)-^-f(x'—y'y+-<l(.ri  -y*h-e(x*—y4).  e 

a<j^'-+-y,)=aè-4-3((x-+-j)-+-5f/(jr’-+-i>',)-r-4('('r,-+->1)- 

Suppongasi,  per  semplicità,  x-t-y—p,  x — y — q 
ossia  x—ì(p-+-q)  e<\y=z{lp — q)\  e si  sostituiscano 
tanto  questi  valori  delle  x,  y , quanto  le  rispettive  de- 
rivate nelle  ultime  due  equazioni;  ed  avransi  le 
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p,q'  = bq-*-cpq-*-  ■jrq(5p’-+-q1)-+--pq(p‘-*-q’), 

p"=b-+-cp-+.^  d(p’+q’)-+-  i f(p’-4-3<7')/>, 
le  quali  danno 

p" — r—~—-dq  -t-  epq  , ossia  y-^)  — dp'-*-iepp  ; 
e però  sarà 

p''~q‘ (dp-t-ep‘-+- K)  cioè  x'-^-y’—q  [/{K-t-dp-t-ep1), 

ove  la  K esprime  la  costante  arbitraria. 

Questa  equazione,  sostituendo  in  essa  i valori 
delle  xf,  y,  p,  q,  si  riduce  alla  seguente 

J/  (a-+-bx-+-cx‘-hdxs-+-ex*)  -+-  \J  ( a-y-  by-t-cy  3 -*-q/ 4 ) 

~(x  — y)V(K-*-d(x-*-y)-*-e(x-+-y)'), 

die  è primitiva  dell’attuale  proposta. 

agi.  Nella  primitiva  completa  di  una  equazione  alle 
derivate  del  primo  ordine  essendovi  una  costante  arbi- 
traria o disponibile,  essa  si  potrò  determinare  talmente 
d’ottenere  quella  primitiva  particolare,  che  sia  sod- 
disfatta da  una  data  coppia  di  valori  corrispondenti  per 
le  variabili.  La  F[x,y,  #)  — o rappresenti  la  primitiva 
completa  della  equazione  f{x,  y,  y)  — o:  e vogliasi 
quella  primitiva  particolare  , che  è soddisfatta  da 
x — m ed  y—n,  ossia  che  dia  / =;  « , quando  in  essa 
si  faccia  x — m. 

Pongansi  questi  valori  delle  x,y  nella  primitiva 
completa,  e si  avrà  F(m,  n,  o)=o;  sciolgasi  questa 
equazione  rispetto  alla  a,  ed  abbiasi  a — i)(m,  n):  c 
la  equazione 


F(x,y,  ù(m,  «))  = o 
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sarà  la  primitiva  particolare  richiesta , ([nella  cioè  soci- 
disfatta  dnH’ar~m  cc\y  — n. 

LEZIONE  II. 

Delle  primitive  singolari  delle  equazioni  alle  deri- 
vate del  prim’  ordine , e delle  primitive  complete  di 
una  classe  speciale  delle  medesime. 

aga.  Vi  sono  molte  equazioni  alle  derivate  del  primo 
ordine,  che  hanno  primitive  individuate,  le  quali  non 
sono  primitive  particolari  di  esse:  l’esposizione  di  al- 
cune proprietà  di  queste  nuove  primitive  formeranno 
lo  scopo  principale  della  presente  lezione. 

La  equazione 

F(x,y,  o)  = o 

rappresenti  la  primitiva  completa  della 

f(x,y,y)z=o-, 

e la  <p(x,y)  esprima  il  valore  della  quantità  a , cavato 
dalla  equazione 

F'(a)=zo: 

la  nuova  equazione 

F(x, y,  (p(x,y))=o, 

che  si  ha,  ponendo  nella  primitiva  completa  in  vere 
della  a la  funzione  (p(x,y),  sarà  anch’essa  una  pii-  • 
mitiva  della 

/(■*•-  J-  /)’=  °- 

Per  comprendere  questa  interessante  proprietà , osser- 
visi, clic  l’equazione  F'((p)  = o è identica,  ossia  che  la 
quantità  F'(<p),  che  si  ottiene,  cambiando  nella  F'(a) 
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dovunque  la  a in  (p(x,  y) , è sero  indipendentemente 
dalle  sue  componenti. 

Si  formi  la  derivata  prima  della  equazione 

F(x,y,  <p(x,x))  = o,  e si  avrà 
F'(x)  -t~y  F'(y)  -+-  • Fr(gf)  — o ovvero 

F'(x)+yF'(s)  = o, 

per  essere  F'((p)  come  abbiamo  osservato,  identica- 
mente s ero. 

La  equazione  F(x,y,  gfjzz o e la  F'(x)+y  F'(y)px.o, 
sua  derivata  dianzi  trovata , contengono  evidentemen- 
te la  gl,  nello  stesso  modo  che  la  F(x,y,  a)  — o e la 
F'(x) -*~y  F'(y) ~ o sua  derivata,  contengono  la  a ; 
e però,  eliminando  la  <p  dalle  prime  due,  e la  a da 
queste  altime,  avransi  due  risultanti  identiche  fra  loro. 
Ma,  eliminando  la  a da  queste  ultime  due,  si  ottiene 
la  equazione 

f(x,  y,  y')  = o; 

adunque,  anco  eliminando  la  <p  dalle  prime  due, 
avrassi  questa  medesima  ultima  equazione.  Vale  a 
dire,  la  equazione 

F(x,  y,$)  — o 

si  può  combinare  colla  sua  derivata  prima  esatta  tal- 
mente d’ottenere  la  f(x,  y,  y')—o  ; quindi  aneli’ essa 
sarà  una  primitiva  di  questa:  come  si  è dichiarato. 
Quando  la  primitiva  F(x,  y,  <p(x,  j))  = o,  qui  con- 
templata, non  si  potrà  desumere  dalla  F(x,  y,  a)  zz  o 
col  dare  alla  a un  valore  individuato  costante , cioè 
quando  essa  non  risulterà  una  primitiva  particolare  della 
Ax,  y,  y)  — o. 
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ti  chiamerà  primitiva  singolari  di  questa  medesima 
equazione  alle  derivate. 

295.  Se  una  equazione  \(x,y)  — o individuata  è 
primitiva  della  f(x,y,y')  — o essa  sarà  o una  primi- 
tiva particolare  ovvero  la  singolare. 

Formata  l’equazione  S(x,y)—F(x,y,a),  e 
sciolta  rispetto  alla  a,  abbiasi  a — X(x,  y).  Essendo  la 
funzione  \(x,y)  identica  alla  F(x,  y,  7.(x,y)^,  la  pri- 
mitiva A (x,  y)  =.  o si  rappresenti  colla  equazione 

f(x,y,  X(x,y))=o, 

insieme  alla  quale  ha  luogo  anco  la  seguente 

F'(x)  -a-  / F ’tr)  h-  F'Q.)  V = o : 

pongasi  nella  parte  F ’(x)-i -y'  F'(y)  in  vece  della  il  il  suo 
valore  cavato  dalla  medesima  equazione  F(x,y,X)~o, 
ed  il  risultaroento  sarà  evidentemente  lo  stesso,  che  si 
avrebbe,  ponendo  nella  equazione  F'(x)-*-y' F’(y)—o 
derivata  prima  esatta  della  F(x,  y,  a)  — o in  vece 
della  a il  suo  valore  cavato  da  questa  e però  essa  sarà 
la  funzioney(.r,  y,y')  ovvero  il  prodotto  di  questa  me- 
desima funzione  per  una  medesima  quantità , che  chia- 
meremo M ; per  cui  la  equazione  derivata  prima  della 

F(x,y,  l(x,  y))  — o 

si  ridurrà  alla 

F'(\)X'+MJ\x,y,y)=zo. 

Ma  la  &(x,y)—o  ossia  F (x, y,  1) ~ o soddisfa  la 
f(x,y,S)  = °-,  adunque  la  derivata  qui  trovata  ri- 
durrassi  alla  seguente  V F'Q.)  — o , la  quale  insegna, 
che  dev’essere,  o X'  ~o,  ovvero  F'Q.)  =0 , cioè  X 
quantità  costante,  ovvero  quella  che  soddisfa  la  equa- 
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zione  F'Q.)  — 0 , che  è la  gf  sopra  usata.  Quindi  la 
equazione  F(x,y , ?.)=o,  che  è la  medesima  A(x.  y)r^o, 
si  avrà,  o ponendo  nella  F(x,  y,  a)  — o in  vece  di  a 
una  costante,  ovvero  ponendovi  quella  funzione,  che  la 
riduce  alla  F(x,y,  <p)~  o primitiva  singolare.  Vale  a 
dire  la  A (x,  y)  — o primitiva  della  f(x,y,y')~o  sarà, 
o una  sua  primitiva  particolare,  o la  primitiva  singo- 
lare ; dimodoché  una  equazione  alle  derivate  del  primo 
ordine  non  è soddisfatta,  che  dalle  primitive  partico- 
lari e dalla  primitiva  singolare. 

394.  Ogni  valore  della  y dato  dalla  primitiva  sin- 
golare di  una  equazione  alle  derivate  del  primo  ordine 
ha  un  avvicinamento  del  primo  ordine  (J  129)  col  va- 
lore della  y , desunto  dalla  primitiva  particolare  della 
stessa  equazione  alle  derivate. 

Per  semplicità,  chiamiamo  n il  valore  della y ca- 
vato dalla  equazione  F(m,y,  ip(m,  y)j  — o che  si  ha, 
pónendo  m in  vece  della  x nella  primitiva  singolare, 
cioè  ni,  n siano  valori  corrispondenti  delle  x,  y per  la 
primitiva  singolare  medesima. 

Si  ponga  nella  F(x,y,  a)~o  primitiva  completa 
in  vece  della  a il  numero  fp(m,  n) , e si  avrà  la  primi- 
tiva particolare  F(x,  y,  <p(m,  n))z=zo:  questa  dà  pcr_y 
tale  funzione  della  x,  il  cui  valore  corrispondente 
alla  x — m ha  un  avvicinamento  di  prim’ ordine  col- 
la y desunto  dalla  F(^x, y,  qt(x,y))zz o primitiva 
singolare. 

Di  fatto,  se  nella  F (x,  y,  <p(m,  n)J—o  si  fa  x=.m 
ed  y—n  bassi  F(ni,  n,  $(m,  w)J=o,  equazione  .evi- 
dentemente soddisfatta , perchè  n è il  valoie  della  y 
desanto  dalla 


F(™,y,  $(m,y))=.a. 
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Si  formino  le  derivate  prime  esatte  di  entrambe  le 
equazioni  F(x,y,  (p(m,  ri)')  = o,  F(x, y,  <p(x,  j))=o; 
e si  avranno 

(dF(x,y,  <Ji(rn,  n))\  j(dF(x, y,  <p(m,  «)) 

V dx  dy 

dF(x,y,  (p)^  j j(dF(x,y,  q 

ove  le  derivale  sono  rispetto  alle  sole  variabili  visibili. 

Queste  equazioni  manifestano  che  i valori  della  y J 
desunti  da  esse,  e corrispondenti  entrambi  alla  x — rn, 
e Iterò  alla  y — n,  sono  eguali  ancb’essi  fra  loro.  E di- 
mostrato adunque , che  i valori  delle  y,  y*  competenti 
alla  primitiva  singolare  sono  rispettivamente  eguali  ai 
valori  delle  y,  y'  competenti  ad  una  primitiva  parti- 
colare, ossia  che  avvi  un’avvicinamento  di  primo  or- 
dine tra  ogni  valore  della  y desunto  dalla  primitiva 
singolare,  e quello  desunto  da  una  primitiva  par- 
ticolare. 

aqj.  La  reciproca  di  questa  interessantissima  pro- 
prietà non  ha  sempre  luogo  a meno  che  non  si  vogliano 
litenere  buoni  anco  gli  avvicinamenti  corrispondenti  a 
valori  iinmaginarj  delle  variabili;  giacche  vi  sono 
equazioni  alle  derivate  del  primo  ordine,  le  quali 
hanno  alcune  primitive  particolari,  che  non  hanno 
colla  primitiva  singolare  avvicinamento  del  primo  or- 
dine. A convincersi  di  questo  basterà  l’esempio  seguente. 

La  equazione  y\/  (i-*-y'*) — h\/(x-t-yy')— o ha 
per  primitiva  completa  la 

y‘- 1-  x * — i(ix  + a — ah~ o , 
e per  primitiva  singolare  la 
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la  h esprime  una  quantità  costante  data  , e la  a la  co- 
stante arbitraria. 

Facendo  sussistere  insieme  queste  due  equazioni , 
si  trova 


Questo  valore  della  y insegna  , che  tutte  le  primitive 
particolari  corrispondenti  a valori  della  arbitraria  a 

minori  della  ^ , non  hanno  avvicinamento  colla  y 

data  dalla  primitiva  singolare,  o lo  hanno  corrispon- 
dente a valori  della y immuginarj. 

296.  Si  consideri  nella  F(x*y,  a)~  o la  x come 
una  costante  e la^  funzione  della  a;  e si  avrà 

/ __  F'(a)  . 

\da)  ~ F'(y)  ’ 

e conseguentemente,  per  la  primitiva  singolare,  sarà 


Questa  equazione  manifesta,  che  tra  gli  infiniti  valori 
della  y dati  dalle  primitive  di  una  stessa  equazione 
alle  derivate  del  prim’ ordine  e corrispondenti  tutti  al 
medesimo  della  x,  il  massimo  o minimo  è quello  dato 
dalla  primitiva  singolare. 

Similmente,  considerando  la  y come  costante  e 
la  x funzione  implicita  della  a data  dalla  stessa  equa- 
zione F(x,  y,  a)  o ammesso  F’(a)  — o , si  trova 


e però  ogni  valore  della  x somministrato  dalla  primi- 
tiva singolare,  sarà  anch’esso  il  massimo  o minimo  tra 
gli  infiniti  corrispondenti  al  medesimo  della  y,  e dati 
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dalle  infinite  primitive  della  stessa  equazione  alle  de- 
rivate del  primo  ordine. 

■vy-j  Essendo,  pel  paragrafo  66 


e per  la  primitiva  singolare 


come  abbiamo  veduto  dianzi , per  essa  le  derivate 

, saranno  infinite.  Vale  a dire,  l’equazione 

primitiva  singolare  è tale  relazione , ebe  rende  infinite 
entrambe  le  derivate  ilei  valore  della  costante  arbitra- 
ria somministrato  dalla  primitiva  completa,  e prese 
l’una  rispetto  ad  una  variabile  e l’ altra  all’  altra  : pro- 
prietà utile,  segnatamente  per  iscoprire  la  primitiva 
singolare  quando  l’arbitraria  nella  primitiva  completa 
vi  sia  isolata. 

In  ultimo  fo  riflettere,  ebe  dai  paragrafi  a85,  agz 
risulta  , clic  la  primitiva  singolare  di  una  equazione 
alle  derivate  del  prim’ ordine  ba  anco  la  proprietà  di 
rendere  infinito  quel  moltiplicatore  ebe  rende  una  de- 
rivata esatta  questa  medesima  equazione,  già  ridotta 
alla  forma  y'-H f(x,  y)  ~ o. 

298.  l’asso  ora  ad  esporre  la  regola , mediaute  la 
quale  si  può  trovare  la  primitiva  singolare  di  una  data 
equazione  alle  derivate  del  primo  ordine,  senza  cono- 
scere la  sua  primitiva  completa. 

La  F(x,y,  a)  — o rappresenti  la  primitiva  com- 
pleta della  f(x,y,y')  ~ o data,  e la  F(x,  y,  (fi)  ~ a 
sarà  la  primitiva  singolare;  purché  (p  sia  il  valore  della 
a cavato  dalla  equazione  F'(a)~  o. 
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Sciolta  l’equazione  F'(x)-^~y'  F’(y)—o  rispetto  al- 
la a , abbiasi  cr=i[x,y,y');  e sarà  F(x,y,  tj[x,y,y'))=.o 
ancb’essa  equazione  alle  derivate  avente  per  primitiva 
completa  la  F(x,y,  a)~o  e per  primitiva  singolare 
la  F(x,  y,  <p)  = o. 

Evidentemente  il  valore  della  i cavato  dalla 
F(x,  y,  i)  ~ o è lo  stesso  di  quello  della  a desunto 
dalla  F(x,y,  o)~o;  ma  per  la  primitiva  singolare, 
questo  valore  della  a eguaglia  (p  ; adunque  per  la  pri- 
mitiva singolare  avrassi  l~(p  ; e conseguentemente  la 
quantità  F'(l)  sarà  identicamente  nulla  per  esserlo 
la  F'((p). 

Siccome  le  equazioni 

f(x,y,y)  = o,  F(x,y,  l(x,y,y))  = o 

sono  equivalenti  e formate  colle  stesse  quantità , così 
seia  funzione  f(x, y, yf)  non  sarà  identica  alla  sem- 
plice F (x,  y,  l\ , essa  sarà  identica  al  prodotto  di 
questa  per  un  fattore  AI  funzione  delle  x,  y,  y’  ; cioè 
avrassi  l’equazione  identica 

f~M  ■ F,  la  quale  dà  f(y')~F-  Af'(y')-+-M  • F'(/j, 
ossia  la  seguente 

.1 

per  essere 

F = ^,ed  FV)  = F'(i) L'(y'). 

Mala  primitiva  singolare  soddisfa  la  equazione  F'(l)xzo, 
oltre  la  f—o  soddisfatta  da  ogni  primitiva;  adunque  per 
la  primitiva  singolare  si  avrà  nnco 

/'(/)  = o. 
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Vale  a dire,  per  la  primitiva  singolare,  la  y è tale  fun- 
zione della  x,  che  soddisfa  entrambe  le  equazioni 

/(•*>  r-  r'ì  = ° . / V)  = o » 

r conseguentemente  quella  pure,  che  av rasai , elimi- 
nando da  esse  la  y';  e siccome  l’equazione  risultante  da 
questa  eliminazione  della  y'  contiene  le  sole  variabili 
x,y,  cosi  essa  medesima  od  un  suo  fattore  sarà  la  pri- 
mitiva singolare  richiesta. 

Avendo  luogo  insieme  alla  equazione  data 
f(x,  y,  y)  = o la 

f'(x)^y'f(y)^y"f(y')-o 
sua  derivata,  per  la  primitiva  singolare  avrassi  anco 
f'(x)  +yf'(y)  = o; 

per  cui  la  stessa  primitiva  singolare  soddisfeci  l’equa- 
zione risultante  dalla  eliminazione  della  y'  dalla  inetlev 
sima  data,  combinata  colla  f'(x)-+-y'f(y)~o,  cioè  sarà 
essa  o questa  medesima  risultante,  od  un  suo  fattore. 

Dimodoché,  per  avere  la  primitiva  singolare  della 
data/Jjc.^.j'Jrro,  formeransi  le  equazioni 
f'(x)  -t- y'/'iy)  = o;  indi  si  combineranno  due  di 
queste  tre  equazioni  talmente  da  eliminare  la  y',  e la 
primitiva  richiesta  sarà  o la  risultante  od  un  suo  fattore. 

Se  non  fosse  preventivamente  noto,  che  la  f~ o 
avesse  primitiva  singolare  , sarebbe  bene  eliminare 
la  y',  combinando  le  anzidette  tre  equazioni  nelle  tre 
digerenti  maniere,  giacche,  se  le  tre  risultanti  non  fos- 
sero identiche,  od  almeno  non  avessero  fattor  comune, 
la  f—  o non  avrebbe  assolutamente  primitiva  singo- 
lare : se  poi  le  tre  risultanti  fossero  identiche , ovvero 
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avessero  un  fattore  comune,  probabilissimamente  la 
f—  o avrebbe  primitiva  singolare,  la  quale  sarebbe, 
nel  primo  caso  una  delle  tre  risultanti , c nel  secondo 
caso  l’equazione  risultante  dall’eguagliare  a zero  il  loro 
fattore  comune. 

399.  Considerando  le  x,  y come  funzioni  della  y' 
date  dalla  equazione  f—o,  si  ba 

/^r\  /V)  (^\  7V)  . 

\dy)~  ~7V)'\d/)-  f[y) 

perla  primitiva  singolare  sarà  tanto  °>  4uant° 

(£)=  o,  o ciò  cbe  significa  lo  stesso  (5  66)  le  deri- 
vate Jfp)  saranno  infinite. 

Così,  essendo ff(x)-t-y'f,(y)-b-y,f{y)zzo,  in 
generale  ovrassi 

yVKrytr). 

r - fif)  * 

e per  tanto  per  la  primitiva  singolare  sarà^'zz^;  anzi 

analoga  proprietà  avrà  anco  luogo  per  \ey",yr, — . 

Dalla  equazione  f(x,y,y)zx:o  abbiusiy'^ (x,/): 
in  generale  si  ba 

ip(x+o,y)-y'+o  (g)+ecc„  y}>  (x,y+  6)  z.y+  0 (^-) + ecc.; 

e conseguentemente  per  la  primitiva  singolare,  essendo 

le  derivate  ecc‘  *n®n*®e»  k quantità 

, y),  tp(x,  y ■+■&),  quando  Yy  corrisponda 
alla  primitiva  singolare,  non  avranno  sviluppi  secondo 
le  potenze  d’esponenti  interi  delle  o,  0 (§  rai). 

Tom.  IL  5 
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Col  soccorso  delle  proprietà  esposte  in  questo  para- 
grafo c nell’ antecedente,  non  solo  si  potrà  desumere  la 
primitiva  singolare  dalla  equazione  alle  derivate  im- 
mediatamente, ma  si  poLrà  anco  scoprire,  se  una  data 
primitiva  di  una  equazione  alle  derivate  del  primo 
ordine  sia  una  sua  primitiva  particolare  ovvero  la 
singolare. 

5oo.  Se  le  variabili  x,y  esprimessero  coordinate  la 
equazione  f(x,y,y’)—o  rappresenterebbe  infinite  linee, 
una  delle  quali  avrebbe  per  equazione  la  primitiva  sin- 
golare e le  altre  delle  primitive  particolari;  e però 
stante  le  proprietà  dimostrate  nei  paragrafi  294,  ag5, 
ogni  punto,  della  linea  rappresentata  colla  primitiva 
singolare  di  una  equazione  alle  derivate  del  primo  or- 
dine, sarà  un  punto  di  contatto  di  primo  ordine  tra 
essa  ed  una  di  quelle  rappresentate  con  una  primitiva 
particolare  della  medesima  equazione  alle  derivate;  ma 
non  sempre , le  linee  rappresentate  colle  primitive 
particolari,  saranno  tutte  toccate  da  quella  rappresen- 
tata dalla  primitiva  singolare  della  stessa  equazione 
alle  derivate. 

Dalla  prima  di  queste  due  proprietà  emerge  che 
la  linea  rappresentata  colla  equazione  che  si  ha  elimi- 
nando la  a dalle  due  F(x,y,a)~ o,  F'[n)~o  sarà 
toccata  in  ogni  suo  punto  da  una  di  quelle  rappresen- 
tata colla  I'(x.y,a)—o,  a essendo  parametro  arbitrario. 

3oi.  Farò  qui  vedere,  come  si  possa  trovare  la 
primitiva  compieta  di  ima  equazione  f(x,y,y')  — Ot 
quando  la  ,f(x.y,y‘)  consista  in  una  funzione  com- 
posta delle  p,q,  entrambe  funzioni  delle  x,y.y 

e tali  che,  il  rapporto  delle  p',q'  loro  derivate  non 
contenga  la  y" . 
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Si  costituiscano  le  due  equazioni  p(x,y,y)  — a, 
q(x,y,y)—b,  ove  le  a,  b esprimono  due  costanti,  e da 
esse  eliminisi  la y' , ed  abbiasi  la  equazione  F(xy,a,b)~ o: 
ammesso  che  le  a,b  abbiano  la  relazione  ip[a,b)-=.  o, 
la  equazione  F{x,y,a,b)~o  sarà  primitiva  della 
t(plx,y,y),q{x,.y,y))  = o e completa,  perchè  una 
delle  costanti  a,  b rimane  arbitraria. 

Chiamisi  a il  rapporto  tra  cf  e pf , cioè  suppongasi 
q’  — ap'. 

Ammettendo  la  equazione  q'  — o,  si  ha  anco  la 
ap'^io  ossia  p' — o;  vale  a dire  le  due  equazioni 
p'  — o,  q'  ~a , o le  loro  equivalenti 

f>lx,y>y)  = «>  q(x,y,y')  = b 

sono  l’ una  conseguenza  dell’  altra  ; o ciò  che  significa 
lo  stesso,  queste  due  equazioni  sono  soddisfatte  dal  me- 
desimo valore  della  y,  il  quale  sarà  evidentemente  una 
funzione  delle  x,  a,  b\  giacché  posto  nella  funzione 
p(x,y,y)  deve  dare  a,  e posto  nella  q(x,y,y ) deve 
dare  b. 

Ma  il  valore  della  y,  che  soddisfa  entrambe  le 
equazioni  p — a,  q ~ b,  deve  soddisfare  anco  la 
F(x;y.a,  b)~o  desunta  da  esse , e questa  è soddisfatta 
unicamente  da  quel  valore  della  y,  che  è dato  da  essa 
medesima;  adunque  il  valore  della  y somministrato 
dalla  equazione 

F(x,y,a,b)= o 

sarà  quello,  che  ridurrà  le  funzioni  p(x, y,y),  q(x,y,y') 
l’una  alla  costante  a c l’altra  alla  b.  Dimodoché, 
ponendo  nella  funzione 

/)>  <7  (*>.?•>/)) 


Digitized  by  Google 


j.f.zioni 


5f> 


in  luogo  della  y il  suo  valore  cavato  dalla  equazione 
F(x,y,a,  b)~  o,  si  otterrà  la  ip  (a,  b),  la  quale  è zero, 
per  la  relazione  ammessa  tra  1 e a,  b. 

Quindi  la  equazione 

V ( p (*,y,yb  <]  l*,y,y))  = « 

sarà  soddisfatta  dalla  F (x,y,  a,  b)~o,  purché  le  co- 
stanti a,b  abbiano  la  relazione  ^ [a,  b)~0',  e sarà  la 
sua  primitiva  completa,  perchè  contiene  una  costante 
arbitraria;  come  si  è dichiarato. 

Non  parlo  della  primitiva  singolare  della  attuale 
equazioney(.r,i7',-y')=o,  perchè  la  determinazione  di 
essa  non  presenta  nessuna  difficoltà. 

Sia  la  /— $(x-+-yy')  — A (/  [/ ( < -+-j"))  » cioè 
vogliasi  per  esempio  la  primitiva  della  equazione  alle 
derivate  del  primo  ordine 

$ (*  -+-r/) — A (r  V < 1 -+-/’))  = °» 


ove  le  !p,  A significano  due  funzioni  qualsivogliano  del- 
le x-*-yy',y[/{i  -+-y”). . 

Posto  x-*-yy'—p,  y[/(  i -+-y'‘)~q,  l’ equazione 
riducesi  $(p) — e siccome  si  ha  p’-=z\-vy’,+yy" , 

e ossia 


- , cioè  il  rapporto  delle  q’,p'. 


'W 

. q' 

per  cui  ... 

1 p k • -*-y  ) 

non  contiene  la^",  così  la  primitiva  richiesta,  potrassi 
avere  colla  regola  qui  sopra  esposta. 

Stabiliscami  le  due  equazioni 

x-*-y/=a,  y\/(i  -4-y”)=bi 
eliminisi  da  esse  la^',  ed  avrassi  la 

y‘-*-(x  — a)‘  — i'  = o 


Digitized  by  Google 


DI  CALCOLO  SUBLIME 


37 

per  primitiva  completa,  ove  le  a,  b abbiano  la  relazione 
g$(a) — A (b)~a,  che  si  ottiene,  cambiando  nella  pro- 
posta le  funzioni  p,  q nelle  costanti  a,  b. 

La  equazione  primitiva  singolare  sarà  quella,  die 
si  avrà,  eliminando  la  a ritenuta  come  vera  costante 
arbitraria,  dalle  due 

y‘  -+-{x  — a)‘  — b‘  — o,  x — a-k-b  b'  (a) ~ o, 

dove  le  b,  b' (a)  siano  date  dalle  due  equazioni 
<$  (4-  A(£)  = o,  <p'(a)  — A'(i)à'(«)=o. 

Vale  a dire,  la  primitiva  singolare  della  equazione 


<$  (*  -+\r/) — A (r  |/(  « -+-/’)) = °> 

sarà  quella,  clic  otterrassi,  eliminando  le  a,  b dalle  tre 
seguenti 

y‘ - Hx — ciY—b1— o,  x— —o,  A(à)=o; 

ovvero  eliminando  da  essa  la  y1  mediante  la 

f (p) — (n)  ° (S  29«)- 

3oa.  Se  la  f(x,y,y)  fosse  funzione  composta  della 

forma  *p(p,q,r,s,  - - - );  e le  p,q,r,», fossero  tali 

q'  P P 

funzioni  delle  x,y,y',  elle  i rapporti  -L,  — 

non  contenessero  la  y" , la  f(x,y,y')  medesima  sarebbe 
in  sostanza  una  funzione  composta  di  due  sole  delle 

p,q,r,s, ; per  cui  si  potrà  avere  la  primitiva  della 

f(x,y,y)~o  colla  stesso  regola  esposta  nel  paragrafo 
antecedente. 

qf  gf 

I rapporti  Ly,  —j,  — - - si  chiamino  ; 

cioè  suppongasi  q’  ~ap' , P —fi pt , s'  p', . 
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Costituita  la  equazione  p'  ~ o,  si  avranno  le 

q'  — o,  r'  — o,  j'~o, cioè  ammessa  la  p — a , 

avransi  per  conseguenza  tutte  1 eq—b,  r~  c,  s—d,~~ 
ove  le  a,  b,  c,  d,  - - - esprimono  altrettante  costanti. 

Ora,  se  nelle  equazioni  r—c,s—d, si  po- 

nessero, in  vece  delle  y.y'  i loro  valori  desunti  dalle 
due  p — ei,  q — l>,  le  risultanti  sarebbero  soddisfatte;  e 

conseguentemente  le  r,s, saranno  tali  funzioni 

delle  x,y,y',  elle  per  la  sostituzione  dei  valori  delle 
y,y'  sparirà  da  esse  anco  la  x.  E quindi,  chiqjnate 
£ ( x,y,y ),  ?.  (x,y,y)  le  funzioni  denominate  p,  q o me- 
glio i loro  valori  effettivi,  e sciolte  le  due  equazioni 

p = L(x,y,y'),  q = X (x,y,y) 

rispetto  alle  y,y,  avransi  i loro  valori  talmente  for- 
mati colle  p,  q,  x,  che  sostituiti  nelle  r(x,y,y'), 

s (x,y,y), daranno  funzioni  delle  sole  p,  q.  Vale 

a dire,  le  r,  s , - - - sono  funzioni  delle  p,  q;  e conse- 
guentemente anco  la  ip(p,  q,  r,s,  - - -)  sarà  una  fun- 
zione delle  sole  p,  q,  che  all’  occorrenza  determinerassi, 
sostituendo  nelle  funzioni  r,s,  - - - , sue  componenti, 
in  luogo  delle  y,y'  i loro  valori  cavati  dalle  equazioni 

p — i (x,y,y),  q — X (x,y,y'). 
LEZIONE  III. 

Delle  primitive  complete  delle  equazioni 
alle  derivate  del  secondo  ordine. 

3o3.  L’equazione  alle  derivate  del  second’  ordine,  che 
supporremo  data,  rappresenterassi  colla  J\x,y,y ,y")zn: 
e si  chiamerà  primitiva  completa  del  primo  ordine  di 
essa  una  equazione  alle  derivate  del  primo  ordine,  che 
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contenga  una  costante  arbitraria,  non  esistente  nella 
data  medesima,  e che  si  possa  combinare,  se  occorre, 
colla  sua  derivata  prima  esatta  onde  destimele  da  que- 
sta la  stessa  data.  Così,  chiamerassi  primitiva  completa 
del  second’ordine  o semplicemente  primitiva  del  secon- 
d’ ordine  o primitiva  finita,  della  stessa  equazione  data, 
una  equazione  nella  quale  vi  siano  le  sole  variabili  x,y 
e due  costanti  arbitrarie,  quando  si  [tossa  da  essa,  me- 
diante le  sue  derivate  prima  c seconda  esatte  od  altre  a 
queste  equivalenti  ricavare  la  medesima  data. 

Si  ammetterà,  che,  ogni  equazione  alle  derivate  del 
second’ordine,  abbia  una  primitiva  completa  del  se- 
cond’ordine, e però  due  primitive  complete  del  primo 
ordine. 

Ogni  equazione,  ebe  si  possa  desumere  da  una  pri- 
mitiva completa  collo  individuare  la  costante  o le  co- 
stanti contenute  in  essa,  si  chiamerà  primitiva  partico- 
lare. Vi  sono  anco  equazioni  chiamate  primitive  singo- 
lari, ma  di  esse  si  [fcirlerà  a parte  nella  lezione  seguente. 

Se  nella  equazione J(x,y,y,y")  — o si  porrà  in 
luogo  della  fi  il  suo  valore  desunto  da  una  primitiva 
del  primo  ordine,  ed  in  luogo  della  y"  la  sua  derivata, 
emerge  dalle  definizioni,  qui  esposte,  che  la  equazione 
risultante  sarà  soddisfatta  cioè  identica:  così,  dalle  me- 
desime definizioni  emerge  pure,  che,  se  nella  stessa  equa- 
zione data f[x,y,y,y")  — o pomosi  in  luogo  della  y 
il  suo  valore  cavato  dalla  primitiva  finita  o primitiva 
del  second’ordine,  ed  in  luogo  delle  fi  ,y"  le  sue  deri- 
vate, la  risultante  equazione  sarà  pure  per  sè  stessa  sod- 
disfatta cioè  identica. 

Ciò  premesso,  passo  a parlare  delle  primitive  di  di- 
verse classi  o famiglie  di  equazioni  alle  derivate  del  se- 
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cond’ ordine,  ed  intenderò  di  parlare  delle  primitive 
complete  del  secondo  ordine  cioè  delle  primitive  finite. 

3o4-  Nella  data  equazione  vi  siano  le  sole  x,y"-,  ab- 
bia essa  cioè  la  forma  f(x,y")—o.  Sciolta  rispetto  alla 
dia  /'=  ip  (x)  ; e sarò 

y'—j (p(x)dx + A , e però  si  avrà  y=.j(*','p{x)dx*+  Ax+  Ft 

per  primitiva  ricliiesta  : A,  B esprimono  le  due  costanti 
arbitrarie,  o j'*'f  (x)dx'  una  funzione  avente  <p(x)  per 
derivata  seconda. 

Vi  siano  le  sole  y,  y*1,  cioè  abbia  la  forma 
f(y,y")~ o;  e dia  y"=(ply):  sarày,y"=ip(y)y/,  e però 

y‘=  afgl  (y)  dy  -t-  A ossia  , , 

la  quale  dà  la  equazione 

per  primitiva  completa  richiesta.  , 

Se  la  data  equazione  fosse  f(y',y")  — o,  cioè  con- 
tenesse le  sole  y',y"-  posto  y'  ~z,  essa  si  ridurrebbe 
immediatamente  alla  j'(z, z')—o,  che  è del  primo  ordi- 
ne: abbia  questa  per  primitiva  completa  la  F(x,z,A)po. 

Evidentemente  la  primitiva  del  second’  ordine  ri- 
chiesta sarà  la  primitiva  completa  della  F\xy',A)zz. o. 

Comunemente  si  suol  procedere  alla  ricerca  della 
primitiva  della  equazione  f(y,y")— o col  metodo  se- 
guente. Sciolta  la  data  rispetto  alla  y",  ottengasi 

y"—  (p(y%  cioè  z'=<p(z);  e però  e sarà 

x —A-\-  d z.  Ma  si  ha 

J<P(Z) 
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adunque  la  primitiva  richiesta  sarà  rappresentata  colla 
simultanea  sussistenza  delle  due  equazioni  seguenti 

x=^ftkd*'r=B~fw)‘l‘- 

ove  la  s è quantità  da  eliminarsi. 

3o5.  La  ricerca  della  primitiva  della  equazione  f—O, 
quando  in  essa  non  vi  sia  la  y,  o la  x,  facilmente  si  ri- 
duce a trovare  quella  di  una  equazione  alle  derivate 
del  primo  ordine.  Di  fatto,  pel  primo  caso,  quando  cioè 
la  data  consista  nella  f(x,y',y')~ o,  posto  y~ 
essa  si  riduce  alla  seguente  f(x,  z,  s')~o,  clic  è ilei  primo 
ordine:  abbia  questa  per  primitiva  F{x,  z.  A)  ~o,  e la 
primitiva  richiesta  sarà  la  stessa  primitiva  completa 
della  F (x,  y.  A)  — o. 

Nell’altro  caso,  cioè  che  la  data  sia  della  forma 
f{y,y'  y')~o:  si  riducono  le  derivate  ad  essere  prese 
rispetto  alla  y,  e si  avrà  (J  66)  la 


la  quale  è della  forma  della  considerata  dianzi. 

3o6.  Se  coll’attribuire  sì  alla  x che  alla  y la  dimen- 
sione uno , nessuna  alla  y',  e meno  uno  alla  y",  la 
equazione  data 

risulterà  omogenea,  si  potrà  trovatela  sua  primitiva 
col  metodo  seguente.  In  essa  si  ponga  y — xu,  ed 

y~  —,  ove  le  u,  v esprimono  due  nuove  variabili,  e 
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per  la  omogeneità  ammessa  si  ridurrà  evidentemente 
ad  una,  la  quale  non  conterrà  la  x:  questa  equazione 
risultante  sciolta  rispetto  alla  v dia  v~fp(r,  11);  la  r è 
posta  in  vece  della  y' . 

Essendo  r—(xu)f  ossia  r—u-t-xu',  ed  y”  ov- 
vero  r1  — — , eliminando  la  x,  si  ha 


(r — u)  r/—vu>,  cioè  (r — u)  r1  zx.ii1  tp(r,u)\ 

equazione  del  primo  ordine:  sia  r~  A («,  A)  la  sua 
primitiva  completa. 

Sostituendo  questo  valore  della  r nella  equazione 
r — u x u\  o nella  equivalente 


1 

x 


— — , bassi  lai-  ■ u- 
r — u x \ (u.  A) 


la  cui  primitiva  log.  X — B ^ u ^ u <k,r* 

la  richiesta,  quando  si  ponga  in  essa  per  u il  suo 


y 

valore  — . 
x 

Così  se  la  equazione /(x,  y, y',y")  — o riescila 
omogenea  coll’ attribuire  a ciascuna  delle  quantità 
y,y',y"  la  dimensione  uno,  e nessuna  alla  x,  la  sua 
primitiva  si  potrà  scoprire  col  metodo  che  segue. 

Supposto  y'  — uy,  y"—vy,  essa  si  ridurrà  ad 
una  tra  le  sole  x,  u,  v,  ove  le  u,  v esprimono  due  nuo- 
ve variabili  funzioni  della  x:  questa  dia  v = ip(x,  ri). 

Per  essere  vy  = {uyY  ossia  vy=u'y-+-  u/  ov- 
vero v y y ^ — t—  u y , si  ha  - v!  —H  u — v iz  oj  e jjerò 
avrassi  anco  la 

u'  -t-u*  — <p  (x,  i/):=o. 
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Trovata  la  primitiva  compieta  di  questu,  e sosti* 
tuito  in  essa  per  u la  frazione—,  si  otterrà  una  primi- 
tiva completa  del  primo  ordine  della  data;  quindi  nella 
primitiva  completa  di  questa  avrassi  la  richiesta. 

307.  In  questo  paragrafo  sì  parla  delle  primitive  di 
quelle  equazioni  del  secoud’  ordine,  che  si  chiamano 
lineari,  la  cui  forma  generale  è la  seguente 

y'-t-ay  -+-by—c-. 

le  a,  b,c  o sono  costanti  ovvero  funzioni  della  sola  x. 

Primieramente  si  osservi  che,  se  due  funzioni  indi- 
viduate p,  q fossero  valori  della  y per  la  equazione 

y -+-  «y  -+■  l>  y = « , 

anco  il  binomio  A p-t~Bq,  ove  le  A,  li  esprimono 
due  costanti  qualsivogliono,  sarebbe  un  valore  della  y 
}*r  questa  equazione;  per  cui 

y—  Ap-v-Bq 

sarebbe  la  primitiva  completa  di  essa. 

Ciò  premesso,  suppongasi y~tu,  ove  t,  u espri- 
mono due  nuove  variabili  funzioni  della  x,  e però 

y~u't-t-ut',  ed  y~u"t-*-iu'  t'  -*-ut", 

e la  equazione  data  y~*~  ay~\~ by—c  si  ridurrà  alla 

ut"-*-  (a  u'  a u)  t ' au' -*~bu)  / ~ c. 

Se  la  « soddisfacesse  la  equazione  iu' -*- au=.o , 
-fìd* 

cioè  fosse  u— A e , il  valore  della  t e però  quello 


LEZIOSI 


44 


della  y dipenderebbe  dalla  equazione 


t" -4-  - tu"  -+-  att'-t-  bu)t~c, 
u 

ossia,  posto  per  la  u il  suo  valore,  dalla 


cbe  è analoga  alla  data  medesima , ma  manca  del  se- 
condo termine. 

Se  poi  la  « avesse  la  proprietà  di  annullare 
u" a u' -+-  bu,  ossia  fosse  un  valore  della  y per 
la  equazione 

y" -+-  ay'  -+-  by  = o. 


il  valore  della  I. ili  penderebbe  dalla  ut"+(nu,+au)t’zzc, 
cioè  posto  t ' ~ s,  dalla  seguente 

ché  è del  primo  ordine,  e somministra  immediatamente 
la  z ossia  t'  e conseguentemente  la  t.  Vale  a dire,  sem- 
prechè  si  conosca  un  valore  particolare  della  y per  la 
equazione y"-\-ay'-*-by~xzo,  che  è un  caso  dell’ultima 
contemplata  nel  paragrafo  antecedente,  la  primitiva 
completa  della  . 

y"-*~  ay'  -t-  by  ~ c 


dipenderà  da  quella  della  equazione  in  s anzi  esposta , 
cbe  è del  primo  ordine  e di  quelle  contemplate  al  pa- 
ragrafo 278. 

Cosi,  ammesso y — ay — i9~o  ove  oc,  3 esprimono 
due  funzioni  della  x si  La  y"—(a-*-a’)y-A-acì  -+-  fi', 
per  cui  la  proposta  y"  -+-  ay’  -+-  by  zx.  c si  riduce 
(a' -4- a* b)y-*-ai}-+-p'  — c;  e però  la 

primitiva  della  preposta  medesima  dipenderà  in  so- 
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stanza  da  quella  della  a'-+-a'-+-aa  o la  quale  si 

riduce  u'-+-  u‘— — b col  supporre  a~  u — 

Dimodoché,  trovata  la  primitiva  della  u'+u*—'^  — b, 

che  si  sa  effettivamente  trovare  almeno  in  alcuni  casi 
(§a88),  si  avrà  l’ct—u  — si  troverà  la  /J  colla 


(«-t-  indi  la  y richiesta  colla 


y— («— |)y— 0=°- 

Quando  si  conoscano  due  valori  particolari  della 
y soddisfacenti  la  equazione  by  — o,  si  po- 

trà trovare  la  primitiva  completa  della 


y"-i-ay,-t-byz=zc , 

senza  bisogno  di  scoprire  primitive  di  altre  equazioni. 
Di  fatto , i valori  conosciuti  della  y siano , l’ uno  p e 
l’altro  q:  suppongasi  il  richiesto  y—up  -+-tq,  ove  u,  t 
esprimano  due  funzioni  della  x a determinarsi. 

Dal  qui  supposto  valore  della  y,  si  ha 

y — tip'  -+-  tq'-¥-  u'p-+-  t'q: 

le  u,  l abbiano  la  proprietà  u' p~*~  t'  q~  o;  e rimarrà 
y'  — up'  -+-tq'  •,  e però  sarà 

y"—  up"-t-t  q"-*-  u'  p'-^t'  q'. 

Sostituendo  i Vfiloridelle^,^,^"  nella  equazione 
y'-+-  a.y~+- by~c,  bassi 

m (p"-+- ap'-h-  bp) -+- 1 (q"-t~ aq'-hbq)  -+- u'p'- 1- t'q'  — c, 
ossia  u'p1  -*-r'q'  — r. 
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Il  valore  up-*-tq  soddisfarà  la  data  equazione, 
pii  rollò  le  m,  ( soddisfaccino  le  due  pii'  -4-  q t'  — o , 
p' u' -t-  q'  t’—  c. 

Si  cibammo  V,  T i valori  delle  u',  t'  cavati  da 
queste  due  equazioni  ; e si  avrà  u — A -+-  J Udx  , e 
t—B-t-f  Tdx.  Quindi  la  primitiva  richiesta  sarà 

y—p(A  -+-JU dx)-*-q)fi  -+-  j Tdx). 

Esempio.  Le  a , b siano  entrambe  costanti. 

Comincio  a trovare  due  primitive  della y''+tiy'+b~o: 
jMingo  per  ciò,  come  si  fa  comunemente.  y~exx,  ove 
l a esprime  uno  costante,  ed  e la  base  del  sistema  dei 
logaritmi  iperbolici;  ed  ho  y'—aeax,y"~ri2caT.  Que- 
sti valori  delle y,  y'  y"  riducono  l’ equazione  data  alla 

a « b)  ers  ~ o , 

la  quale  insegna,  che  exa  sarà  valore  della  y.  purché  a 
esprima  una  delle  radici  della  equazione  a'-^-aa-k-h—o. 
Queste  radici  siano  e si  avrà  yzze.X3-' , yz=sT3t’ . 

Da  questi  valori  particolari  della  y si  desume,  per 
l’esposto  al  principio  di  questo  paragrafò , che  la  pri- 
mitiva della  equazione 

y"~  ay'-¥-  by  ~ o è y~  A e3**  -t-  B exa*  ; 
le  A,  B sono  due  costanti  arbitrarie. 

Ora  vediamo,  come  trovare  la  primitiva  della 
equazione 

y"  -*-ay  -*-hy—c, 

ove  a,  b siano  costanti  e la  c qualunque  cioè  tostante 
aneli 'essa  o funzione  data  della  x. 

Si  ammetta  p — cxa' , c q~exa‘  ; e le  due  equa- 
zioni pu'-^-q t'~n,  j/u'-t-q' t'—c,  si  ridurranno  alle 
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xtt* i—c , 


le  quali  danno 


* = - 


c -*» 
-e 


a,  — a. 


a,  — «a 

e però  sarà 

Quindi  la  primitiva  richiesta  risulterà 

Tft  e**1  C -tu  ,,  x»,  * e * f -xa. 

v — Ae  Ice  '-t-Be  * — Ice 

S='ie  a, — a,J 

Pel  caso  della  c costante,  essendo 


r = Aera'-*-Bera,’-t-j. 


Se  le  due  radici  della  equazione  ixa-t-<z«-*-6~o  fos- 
sero tra  loro  eguali,  si  avrebbe  solamente  p~e 
In  questo  caso,  supposto  u — esa'',  la  t atta  a rendere 
t u valore  della  y per  la  equazione 

y"  -+-  ay'  -+-  b y — o 

avrebbe  la  proprietà  espressa  dalla  equazione 
+ la  quale  pel  presente  va- 

lore della  u riducesi  alla  t"  ~o , che  dà  t~  A X-+-B  ; 
e per  tanto  sarà  y — (Ax-\-B)cx  1 la  primitiva  della 
equazione  y"  -i-ay' ■+-  by  = o,  e completa  perchè 
A,  B sono  costanti  arbitrarie. 

Per  avere  la  primitiva  della 

y"  ay' -i-by  — c, 

nel  caso  qui  contemplato,  cioè  di  a,  — &,  , basterfbbe 


\ 
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supporre  nelle  equazioni  pu'-*-qt'—o,  p'  u'-\-q'  t! ~c, 
la  p-e**',  e q — xeIL‘ , per  cui  si  avrebbero 

u'-i-xt'  — o,  a,  u'  -*-{i-t-xa,)  tf  — c, 
che  danno 

u'~ — ex,  e f~c,  e però  u ~A — fcx , e t — R-t-Jr 
Quindi  sarà 

y—(A — J rx)  e**'  -+-(/?-+-  Jc)xex<t‘,  ossia 

y-(A-t-tìx)  exa‘  -+-  (xj c—J ex)  exa‘ . 

3o8.  Se  la  funzione  f(x,  y,  y\  y")  renderà  nulla  la 
quantità 

/'w-zv^/v'r 

indipendentemente  dalle  sue  componenti , cioè  se  la 
equazione  f(x,y,yJ,y’,)~ o sarà  ($  268)  una  derivata 
esatta,  si  potrà  trovare  una  sua  primitiva  del  primo 
ordine  col  metodo  seguente. 

Essendo  f(x,y,  y’,  y")~o  una  derivata  esatta, 
necessariamente  avrà  la  forma  (5  269)  a-\-by" — o, 
ove  le  a , b saranno  funzioni  delle  sole  x,  y,  y1. 

Supposta  F(x, y,  y’)  — o l’equazione  primitiva 
richiesta,  sarà  F'(y)—b,  e però 

F—  \(x,  y,  y') <p (x,  y)  : 

la  &(x,y,y')  esprime  una  primitiva  della  b presa 
rispetto  alla  y' , e la  gl(x,y)  una  funzione  incognita 
delle  sole  x,  y. 

La  primitiva  supposta  sarà  per  tanto 
A (x>?>  X'ì  - +-$(x,y)=n , 

la  quale  dà  h!(x)-+- y'  \'(y)-+- y"  \'(y')-+-$(x,  y)'-=.o 
ossia  tp(x,  yf  xza  — A'(x)  — / A'fy). 
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Per  essere  la  proposta  una  derivata  esatta , il  tri- 
nomio a — A'(x) — y'b!(y)  avrà  la  forma  P-*-y'Q,  ove 
le  P,  Q saranno  funzioni  delle  sole  x,y,  e renderanno 
identica  la  equazione  P'(y)  — Q'(x)  (§  268).  Sia  ip  (x,y) 
una  primitiva  della  P-*~yQ-,  e si  avrà  tp(x,yY~rp(x,y)' , 
e però 

<P(x,y)  = tfi(x,y)-i-A: 

A costante  arbitraria. 

Quindi  la  primitiva  richiesta  sarà 

A (x,y,y')  -+■  ^ {x,y)  -+-A—0. 

Se  la  f(x,y,y,y")  avesse  anco  la  proprietà  di  an- 
nullare la  quantità  ( $ 264  ) 

f(y)-*f(y"Y, 

cioè,  se  la  equazione f(x,y.y',y'f)  — 0 fosse  derivata 
esatta  del  secondo  ordine,  la  primitiva  qui  trovata  sa- 
rebbe essa  pure  una  derivata  esatta  del  primo  ordine. 

3og.  Alla  equazione  J~(x,y,y  si  dia  la  forma 

y (x,y,y') = o : qualunque  sia  \af(x,y,y,y")=.a, 

esiste  una  quantità  funzione  in  generale  delle  x,y,y, 
la  quale  moltiplicata  per  y'-*-<p(x,y,y)  dà  un  prodot- 
to, che  è una  derivata  esatta. 

Si  rappresenti  una  primitiva  del  primo  ordinedclla 
proposta  equazione  colla  F(x,y,yJ)—A  ove  A è la  co- 
stante arbitraria.  Da  questa  si  Ila 

F(x,rY-*-y'F'(y)—oo%ii»y'=. — 

F(x,yY 

e però  sarà  (p  (x,y,yr)  = , ed  anco 

y+ <p  ^y)=^yj(r"  F'iy) +FM) 

(y"-H  <P  (*,/,/))  F'(y)=F  (x,y,yy. 

Tom.  II.  4 
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Questa  equazione  insegna  appunto,  die,  il  prodotto 
della  quantità  F'(y')  ossia  Gip)  p61"  <r"-*-0Kr>r')> 
b una  derivata  esatta. 

Se  la  primitiva  del  primo  ordine  della  proposta 
avesse  la  forma  \(x,y,y,  A)—0  si  avrebbe 

fd4\  (dA\  A'(r') 

ovvero  j = __: 

c però  il  fattore  atto  a rendere  la  equazione 
y -ir-  (p(x,  y,y)~o  derivata  esatta  sarebbe 
Moltiplicando  ambedue  i membri  della  equazione 
F(x,y,yf—  (/'-+-  <p  {x,y,y'))  F(y') 
per  i(F)  funzione  qualunque  della  F{x,y,y' ),  si  ba  la 

L(F)F'=  (/'-+-  f (x,y,y))  l (F)  F'  (/) , 


il  cui  primo  membro  è pure  una  derivata  esatta;  e per 
tanto  la  proposta  y'-h-  y>lx,y,  y')~o,  moltiplicata  per 


Ì(F)  F'  ossia  per 


darà  un  prodotto , che 


sarà  una  derivata  esatta. 

Sia  M(x,y,y')—B  l’altra  primitiva  completa  del 
primo  ordine  della  y"-+-  (p(x,y,y)~o , B è la  costante 
arbitraria  : ragionando  per  questa  primitiva  , come  per 
l’anzi  considerata,  si  troverà 

?.(i/)  \i'-^''^[x,y,y))x(m(^j, 

la  quale  insegna,  che  il  fattore 

ossia  MB)(ji7) 

è atto  a rendere  derivata  esatta  la  proposta,  qualunque 
sia  la  funzione  indicata  colla  X. 
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La  sr(A,  B)  rappresenti  una  tal  funzione,  per 
cui  si  abbia 

*'(A)—l(A),  ed  anco  sr '(B)z=.X(B): 

si  sommino  i membri  corrispondenti  delle  due  equa- 
zioni, qui  sopra  trovate,  e si  avrà  la 

ossia  ti  (A,  B)'~  (x,  y y'))  {pjp}  ; 

quindi  le  infinite  quantità  aventi  la  forma  [ sono 

\f‘y  ) 

fattori  atti  a rendere  derivate  esatte  il  prodotto  di  esse 
per  y"-^-ip(x,y,  y'). 

Espongbiamo  le  proprietà  del  fattore  opportuno 
per  rendere  il  prodotto  di  esso  per  y"-*-(p(x, y, y'j  una 
derivata  esatta,  senza  ricorrere  alle  primitive  della  pro- 
posta equazione,  come  si  è fatto  qui  sopra. 

Il  Littore  richiesto  sia  u(x,y,y'):  dovrà  essere  una 
derivata  esatta  il  binomio  p y"-+-  p (p,  e però  identica 
la  equazione  f § a64  ) 

^Hufp-j-uy")^  (d(u<jS+uy")^j  f u"—0 

Sviluppatalo  le  derivate  parziali  indicate,  ed  os- 
servando che 

(m'=u'(x)  -+-  (i'(y)  /-+-  u' {/)/', 
si  lm  la  equazione  a 

y y (j)  -+•  n'h)  0 -+-  fui  « 

— («'(/)  0 -+-  0' y(x) —yV(yì)' = o ; 

e sviluppando  la  derivata  tuttora  indicata,  e posto 

0 « V)  ■+■  « 0‘(y) — f^(x) — (t'(y)y—  x , 
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si  trova  la 

y'p'b'k  (p!l'h')+!tf(y) — *’(*)  —.r’ì'(y)—y"V{/}=0> 

la  quale  si  decompone  nelle  due 

il'(y)—X {/)=<>>  ufi(y)-+-'P.u'ty)—l'(*)—/  l'ly)=o. 

I>a  funzione  u,  clic  soddisfarà  queste  due  equazioni,  che 
sono  alle  derivate  parziali  del  second’ ordine  e prese  ri- 
spetto alle x.y.  y',  renderà  il  prodotto  {y,'.-4-'p{x,y.y')^[i 
una  derivata  esatta. 

Si  potrebbero  qui  esporre  le  proprietà,  clic  si  do- 
vrebbero verificare,  perche  il  fattore  u fosse  funzione 
delle  sole  x,  y,  ed  anco  della  sola  x,  ma  credo  di- non 
trattenermi  su  tali  ricerche,  facili  n farsi  all’uopo,  ed 
altronde  poco  feconde  di  conseguenze  interessanti:  pol- 
lina analoga  ragione,  non  parlo  delle  proprietà,  che 
debbono  avere  le  equazioni  di  certe  famiglie,  che  si  ri- 
ducono derivate  esatte,  con  fattori  di  forme  individuate. 

3iO.  Si  può  trovare  una  equazione  primitiva  finita  di 
una  alle  derivate  del  second’  ordine,  la  quale  sia  soddi- 
sfatta dadue  còppie  individuate  di  valori  delle  variabili. 

Di  fatto,  vogliasi  quella  primitiva  particolare,  che 
dà^trrm,  quando  sia  x — n,  ed  y — g quando  X—  h, 
la  primitiva  completa  essendo  F(x,y,a,  h)  — o. 

Si  determinino  le  costanti  a,  b,  che  soddisfanno  le 
due  equazioni 

F(n,rn,n,b)x=.o,  F(h,g,a,b)—  o; 

e si  pongano  nella  primitiva  completa,  «1  avrassi  quel- 
la primitiva  particolare,  per  la  quale  saranno  rispetti- 
vamente m e g i valori  della  y corrispondenti  agli  n,  h 
della  x.  Cosi , si  potrà  individuare  la  costante  arbitra- 
ria contenuta  in  una  primitiva  completa  del  primo  or- 
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dine  di  una  equazione  alle  derivate  del  secondo , tal- 
mente di  ottenere  quella  primitiva  particolare  del 
primo  ordine,  che  è soddisfatta  da  valori  dati  e corri- 
spondenti delle  x,y,y. 

LEZIONE  IV. 

Delle  primitive  singo lari  delle  equazioni  del  secomlo 
ordine  e delle  complete  di  una  classe  speciale  di  esse. 

3 1 1 . Eliminando  la  b dalla  equazione  F\x,y,a,b)=zo 
colla  F[x,yY  ~ o sua  derivata  prima  esatta,  abbiasi 
P(x,y,y,  a)—  o,  ed  eliminando  la  a si  abbia  in  vece 
Q(x>  y>  b)  — o. 

Per  quello  che  abbiamo  veduto  al  $ ^6,  eliminan- 
do le  a,  b dalle  tre  equazioni 

F(x,y,  a,  b)—o,  F (x,y)'  — o,  F(x,y)n  r=  o, 

ovvero  eliminando  la  a dalle  due  P (x,y,y',  a)~o, 
P(x>y>y'Y=°>  o la  A dalle  Q(x,y.y',b)~ o,  ()(x\y.y')'zo 
si  avrà  sempre  la  stessa  equazione  alle  derivate  del  se- 
condo ordine,  od  almeno , se  no  avranno  tre  affatto 
equivalenti  tra  loro:  sia  questa,  od  una  di  queste  la 
f{x,y,y.y")  — o;  cioè  F[x.y,a,  b}  — o esprima  la 
primitiva  completa  finita  o del  second’  ordine  della 
equazione  f(x,y,y',y")—  o. 

Se  nella  P (x,y,y,  a)  — o si  porrà  per  a la  fun- 
zione 5, (x,y,y)  suo  valore  desunto  dalla  equazione 
P'(a)—o,  la  risultante  ciré  è P(x,y,y',  X{x.y.y)^~ u, 
soddisfarà  aneli’ essa  la  /'(x.y,y',y")  ~ o. 

Così,  se  nella  Q(x,y,y , b)~o  porrassi  in  vepe 
della  b la  funzione  U,x-y,y  ) valore  della  b stessa  cava- 
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to  dalla  «jiiazione  Q'(b)~o,  la  Q(x,y.y,&(x,y,y'))— o 
risultante  soddisfarà  pure  la  f(x,y,jr',y")~  o. 

Che  le  due  equazioni  qui  ottenute  soddisfacciano  en- 
trambe ]<if(x.y.y'.y")—o,  si  dimostra  in  un  modo  ana- 
logo a quello  usato  nel  5 293  per  ([nelle  del  primo  ordine. 
Di  fatto , la  P(jr,y,y,  ?.)zro  dà  per  sua  derivata  esatta 

P (x.y.y')'  -4-  V P1  o ossia  P (x,y,y'Y  — o 

per  essere  P’Q.) ~ o ; e [terò  eliminando  ),  dalla  equa- 
zione P(x,y.y,l)  — o mediante  la  sua  derivata,  qui 
trovata,  otterrassi  la  stessa  equazione,  ebe  si  ottiene, 
eliminando  la  a dalln  P[x,y,y',a)~o  mediante  la 
sua  derivata  esatta  ordinaria;  vale  a dire  otterrassi  la 

/(^y,yy)=°- 

Similmente  si  dimostra,  ebe  ìaj(x,y,y'y")  — o 
stessa  è soddisfatta  anco  dalla  Q(x,y,y',è)~o. 

Le  due  equazioni 

P (x,y,y,  X)—o,  q ( r ,y,y',  l)  = o, 
quando  non  si  possono  desumere  dalle 

P(x,y,y,a)  = o,  q(x,y,y',b)—o 

primitive  complete  col  dare  alle  a,  b valóri  costanti,  si 
chiamano  primitive  singolari  del  primo  ordine  della 

/(*.  y>  y,y ')=<>• 

3 13.  Sebbene  le  due  primitive  singolari,  qui  con- 
template, abbiano  origini  diverse,  non  ostante,  esse 
sono  fra  loro  identiche,  cioè  esprimono  in  sostanza  la 
stessa  primitiva  della  f(x,y,  y',  y")  ~ o. 

Per  manifestare  che  nella  equazione  F(x,y)'  — o 
ossia  F'(x)  -*~y  F'(y)~o  vi  sono  in  generale  le 
quantità  x,y,y' , a,  b,  essa  si  scriverà 
<P  (x-,  y,  y',  a,  b)  — o. 
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L’ equazione  P (x,y,y,  n)—  o,  essendo  la  risul- 
tante della  eliminazione  della  quantità  b dalle  due 

F (x,y,  a,  b)  = o,  <p (x,y,yr,  a,b)  — o , 

si  può  rappresentare,  siccome  si  farà,  con  una  di  que- 
ste, supponendo  la  b contenuta  in  questa  medesima, 
determinata  coll’altra  : si  rappresenti  colla 

$(x,y,y,a,b)—o 

e la  b sarà  la  funzione  delle  x,y,  a determinata  dalla 
F(x,y,  a,  b)  — o. 

La  equazione  P(x,y,y, X)~o  primitiva  singola- 
re, che  si  ha , eliminando  la  a dalle  due  equazioni 

P(x,y,y,  a)  = o,  P'(a)  = o, 

sarà  la  stessa  di  quella,  che  si  avrà,  eliminando  la  a 
dalla  <p{x,y,y,a,b)~o  mediante  la  sua  derivata 
rispetto  alla  a,  clic  è 

<p'(a)-+-<p'(b)b'(a)  — o 

eve  la  (>  esprime  l’ anzidetto  funzione  delle  x,y,a,  e la 
b'(a)  la  sua  derivata  rispetto  alla  a , ovvero  quella 
data  dalla  equazione 

F'(a)  + F'(b)  //(«)  = o. 

Vale  a dire,  la  primitiva  singolare,  che  ha  origine 
dalla  primitiva  completa  P(x,y.y',rt)  — o,  sarà  quella 
equazione,  che  avrassi,  eliminando  le  a,  b,  b'(a)  dalle 
quattro  equazioni 

<P  (x,y.y,  a,  b)  = o,  qf(a)  ■+-  f(b)  //(«)==  o, 
F(x,y,  a,b)~  o,  F '(a) -s-  F'(b)  b'(a)  = o, 
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ovvero  le  a,  b dalle  tre  seguenti 

<P(x,y,y',a,b)=:o,  F(x,y,a,b)  = o, 
fi(a)F'(b)—fi(b)F'(a)=o. 

Similmente,  l’equazione  Q(x,y,y>b)zx o,  essendo 
la  risultante  della  eliminazione  della  a dalle  due 

F(x,y,a,l>)— o,  <p(x,y,/,a,b)  = o, 

si  potrà  aneli’ essa  rappresentare  coti  una  di  queste, 
supposto  la  a,  contenuta  in  questa  medesima,  data  dal- 
P altra:  si  rappresenti  essa  pure  colla 

<p(x,y,y,a,b)~  o, 

e la  a sarà  quella  funzione  delle  x,y,  b,  che  è determi- 
nata dalla  F(x,y,  a,  b)~o. 

La  equazione  primitiva  singolare  Q(x,y,y,i)—o 
sarà  la  stessa  di  quella , che  avrassi , eliminando  la 
quantità  b dalla  (p (x,y,fi , b)~o  mediante  la 

<P'(b)-*-f(«)  n'(A)=*o 

sua  derivata  rispetto  alla  b,  ove  la  a esprime  l’anzidet- 
ta  funzione  delle  x,y,  b,  e la  a'(b)  la  sua  derivata 
rispetto  alla  b,  cioè  quella  data  dalla  equazione 

F'(b)-+-F'(a)a'(b)=o ; 

vale  a dire,  quest’ ultima  primitiva  singolare  sarà  l’ e- 
quazione  risultante  dalla  eliminazione  delle  a,  b,  a’  (b) 
dalle  quattro  equazioni 

fi  x,y,y,  a,  b) = o,  fi  (b)  fi  (a)  a'(b)  = o, 
F(x,y,  a,  b)= o,  F ’(b)  - +-F'(a ) a’(b)  — o, 
ovvero  la  risultante  della  eliminazione  delle  a,  b dalle  tre 
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<j!(x,y,y',a,b)=o,  F(x,y,a,b)=  o, 

<P'(a)F'(b)  — $'(b)  F'(a)  — o. 

Quindi  sarà  essa  identicamente  la  stessa  dell’altra: 
come  si  è dichiarato. 

Concludiamo  per  tanto,  che  la f(x,y,y',y'')  — o 
ha  due  equazioni  P(x,y,y',  «)~o,  Q(x,y,y>,  b)~o 
primitive  complete  del  primo  ordine,  ed  una  solu  pri- 
mitiva singolare  del  primo  ordine,  la  quale  è la  risul- 
tante della  eliminazione  dèlie  a,  b dalle  tre  equazioni 
dianzi  esposte , ovvero  quella  che  si  ha  eliminando  le 
a,  b,  b'(a)  dalie  quattro 

F (x,y,  a,  b)~o,  (p (x,y,y,  a,b)~ :o 
F' (u)  -4-  F '(/')  b' (a)  = 0,(1? (a)  -4-  f(b)  b' (*)  = o. 

Anzi  ha  qui  luogo  una  proprietà  analoga  a quella  con- 
siderata nel  $ at)3,  cioè  una  equazione  alle  derivate  del 
socond’ordine  è soddisfatta  unicamente  da  tre  differenti 
equazioni  del  primo  ordine,  che  sono  le  due  sue  primi- 
tive complete  e la  primitiva  singolare;  dimodoché  ogni 
equazione  individuata  alle  derivate  del  primo  ordine, 
soddisfacente  una  equazione  alle  derivate  del  sccond’ or- 
dine, sarà  o una  sua  primitiva  particolare  ovvero  la  sua 
primitiva  singolare. 

Di  fatto,  essendo  l’ equazione f(x,y,y',y") ~ o 
equivalente  alla  F(x,y,a,  b)~o,  i valori  delle  y,y',y" 
desunti  da  una  qualunque  sua  primitiva  debbono  essere 
fra  quelli  somministrati  dalla  stessa  F~o,  per  cui  le 
sue  derivate  esatte  del  primo  e second’  ordine  debbono 
essere  le  stesse  della  F (x,y,a,  b)  — a nella  ipotesi  delle 
a,  b costanti. 

La  nuova  primitiva  della  f~o  si  rappresenti  colla 
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medesima  F(.r,y,a,b)~ o ritenutele  a,b  funzioni  op- 
portune delle  x,y. 

Ma  nella  ipotesi  delle  a,  b variabili  si  La 

F (x,y,  a,  b)'=  F(x.y)'+  F’(a)  a'-+-  F'(b)  b', 

e jwrò  dev’essere  F'(a) a'-+- F'(b) b'=zo ; ed  ammessa 
questa  proprietà  ossia 

F(x,y,a,  (x,j,y  a,  b)  si  La 

F(x,y , a,  b)"—(p  (x,y,y')'-t-f[rr)a'-*-(p'(b)  V 

per  cui  dev’essere  anco  tp'(a)a'-i~(p'(b)  b’~o;  adunque 
l’ assunta  equazione  F (x,y,a,  b)=.o  sarà  primitiva 
della  f ;=.o,  purché  le  quantità  a,  b soddisfacciano  le  due 

F'(fi)  n'-t-  F(b)  b'xz  o , <p'(n)a'-*-(p'(b)b'—o  ossia  le 
F'(a)  F'(h)  b'=.  o,  <p'(a ) F'  (b)  — ip'{b)  F'(a)  — o , 

oppure  le  seguenti 

<f>(r-y,y,a,  b)  — 0,  <p'(n)F'(b)  — <p'(b)  F'(a)~o\ 

giacché  per  la  stessa  F(x,y,  a,  b)~o,  la  F'(a)a'+F'(b)b'- o 
è contenuta  nella  giro.  Quindi  la  nuova  primitiva  sarà 
l’equazione  risultante  dalla  eliminazione  delle  a,  b 
dulie  tre  seguenti 

F[x,y,a,l>)=.  o,  <p(x,y,y',n,b)=o,  (n)F '(!■)- F' (a)  f(b)—o, 

che  è la  stessa  primitiva  singolare  del  primo  ordine  di 
cui  si  è parlato  superiormente. 

5 1 5.  Sia  trovata  la  primitiva  completa  della 

P(x,y,y,7.)—° 

cioè  della  anzidetta  primitiva  singolare;  e risulti 
A (x,  y,h)x^o  ove  h è la  voluta  costante  arbitraria. 
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Essendo  F(x,y,  a,  //)= o primitiva  completa  di  en- 
trambe le  equazioni  P(x,y,y,a)zzzo,  Q(x.y,y,h)xza, 
la  f(x,  y,  y,  y”)  — o sarà  soddisfatta  da  due  sole 
equazioni  tra  le  sole  variabili,  una  delle  quali  sarà 
F(x,y,a,  ò)  — o sua  primitiva  completa  del  second’or- 
dine,  e l’altra  \(x,y,h)=.o,  che  è la  primitiva  com- 
pleta della  primitiva  singolare  contemplata  qui  sopra. 

Quindi  le  equazióni  contenenti  le  sole  variabili,  o 
finite,  come  si  suol  dire  comunemente,  soddisfacenti  la 
equazione  f(x,y,y,y")  — o,  saranno  unicapiente  le 

• F'(x,y,  a,  b)z=.  o,  A ( x,y , h)~  o, 


o quelle  che  si  potranno  desumere  da  queste  medesime, 
collo  individuare  le  costanti  a,  b,  h. 

5i4-  Considerando  nella  equazione  P(x,y,y,a)~o 
le  x,y,y'  separatamente  funzioni  della  a,  si  ha 

(nj—Fi i)>  {diJ—Fyrr  ”* 

F'H 


p'iy)  ’ 

e però  , per  lo  primitiva  singolare , le  derivate 

(£)’  (È)' 


■(£)■$> 


saranno  nulle.  Altrettanto  accade  delle  | 
desuDte  ',alla  Q(*>  y>  y'>  i)—o. 

Cosi,  essendo  le  derivate  (~)>  (g),  (^), 

(30’  (ir)»  (ir)  qui  coutemPIate’  es,,uli  o,t,i- 


natiuuentc  alle  frazioni 


db\  / d a\  . _ 

j^.y  saranno  rese  infinite 

dalla  primitiva  singolare. 

3i5.  Se  nella  equazione  &(x,y,  h)—  o (5  5 1 3)  si  po- 
nesse in  vece  della  h il  suo  valore  cavato  dalla  A'(A)r=o, 
si  avrebbe,  generalmente  parlando,  la  primitiva  singo- 
lare della  P (x,y,y,  X)  — a,  già  primitiva  singolare 
dello  stessa  f{x,y,y',y")=.0. 

Questa  equazione  risultante  dalla  eliminazione 
della  h dalle  due  &(x,y,  h)—o,  A'(/i)=o,  quando  non  si 
possa  desumere  dalla  prima  di  esse  col  dare  alla  Evalo- 
re individuato,  si  chiama,  benché  impropriamente,  pri- 
mitiva singolare  doppia  della  stessa  f[x,y,y',y")~o, 
semprecbè  la  P (x,y,y,  X)~o  sia  primitiva  singolare 
della  medesima  f(x,y,y',y'')  — o. 

Ho  detto  qui  sopra,  che  l’ultima  equazione 
ottenuta  dicesi  impropriamente  primitiva  della 
J'(x,y,y',y")  — o;  giacché  essa  non  soddisfa  general- 
mente questa,  come  or  ora  vedremo. 

5 1 6.  La  primitiva  singolare  doppia  della 
/(x,y,y',y")=o,  di  cui  si  è parlato  nel  paragrafo 
antecedente,  si  ha  anco,  eliminando  le  a,  b dalla 
equazione  F(x , y,  a,  b)  xz  o mediante  le  due 
/’'(«)  = o,  F'[b)=  o. 

Di  fatto,  si  rappresenti  la  equazione  P(x,y,y',7.)~o 
« olla  stessa  F (x,  y,a,b)~  o,  supposto  le  a,  b desunte 
dalle  due 
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<p(x,jr,/,a,b)  = o,  <p' (a) F '(h)  — <p'(b ) F'(a)  = o ; 
e si  avrà  F'(y,)z=.F'(a)a,(y’)-*-  F'(l>)  b'[y)  ossia 
F'(/ ) m = F '( b ) f(a)  a'(/)  -H  F'(b)  b’(y>)  (p'(b) , 
per  essere  <p' (b)  F'(a)~  (p' (a)  F' (h)\  cioè  avrassi 
F'(y')  <p'(b)  = (<p'(a)  a'(jr')  —t—  f(b)  b’(/))  F’{b). 

Ma  dalla  gf(x,  y,  y’,tt,  b)~o  si  desume 

(fi (a)a'(y')-t-<pr (b)b' (y')-+-(p' (y)~ o;  adunque  sarà 

’P>(b)F'(y)=-<P’(y)F'(b),  ossia  F’(b)=z-^)  F'(y'). 

Similmente  trovasi  F'(a)= — F'(y).  Quindi 

per  la  primitiva  singolare  doppia  sarà  tanto  F'(o)=o 
quanto  F'(b)~ o;  giacché  per  essa  si  ha  F'(y')  — o 
($  298)- 

5i^.  Ora  si  può  dimostrare  direttamente  con  facili- 
tà, che  la  primitiva  singolare  doppia  non  soddisfa 
l’equazione  f[x.y,y  ,y")-=zo  o la  soddisfa  in  pochi 
casi  particolari. 

Si  chiamino  a,(i  i valori  delle  a,  b desunti  dalle 
equazioni  F'(a)=:o,  F'(b)~  o ; e la  primitiva  singo- 
lare doppia  sarà  F(x,y,  a,  (?)  = o. 

La  derivata  prima  esatta  di  questa  equazione  si 
riduce  alla  ip (x.y.y, a,  (?)  — o per  essere  nulle  le F'(ffl) , 
F '((?);  e la  derivata  seconda  risulta  evidentemente 

y (X)  -4-  f(y)y’  —t~  ?(y’)y"+  gl  («)«'  (p1  (Ì?)  (?'  = o , 

dove  la  parte  p'(x)-*~  gl’ (y)y  -t-p'(y')y"  sarà  forma- 
ta colle  x,y,y,y,  a,  fi  precisamente,  come  la  derivata 
seconda  della  funzione  F(x,y,a,b)  ossia  la  prima  della 
<p  (x,y,y,  a,  b)  lo  sarà  colle  x.y a,  b. 
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Ma  le  espressioni  delle  a,  3 cavate  dalle  due 
equazioni 

F(x.y,aJ)  = :o,  gt{x,y,y’,  a.fì—o, 

che  hanno  luogo  per  la  primitiva  singolare  doppia, 
sono  formate  colle  x,y,y'  come  le  espressioni  delle 
a,b  cavate  dalle 

F(x,y,a,b)~ o,  (p  (x,y,y' ,a,b)~ o; 

adunque,  il  risultamelo,  che  si  avrà,  sostituendo 
queste  espressioni  delle  a , b nella  derivata  prima  della 
g>(x, y,y,n,  b),  sarà  identico  a quello,  che  avrassi,  so- 
stituendo quelle  delle  a,  nella  parte 

della  derivata  prima  della  gHx,y,y,a,3)',  e siccome  il 
primo  di  questi  due  risultaraenti  è annullato  dalla  sus- 
si-tenza  della  equazione 

f(x,y,y/')  = o-, 

cosi  analoga  proprietà  avrebbe  luogo  anco  per  l’altro  , 
quando  la  primitiva  singolare  doppia  soddisfacesse  la 
f[x,y,  y ■>  y")— °»  e p'r  tanto  avrebltesi  a parte 
<p  '(a)  a’- 1-  gl' (3)  3'—  o. 

Vale  a dire  la  equazione, di  cui  si  parla,  soddisfarà 
la  data  alle  derivate  del  secondo  ordine  nei  soli  casi, 
che  .sarà  soddisfatta  l’ultima  equazione  qui  esposta. 

5i8.  Tra  le  varie  primitive  di  una  stessa  equazione 
alle  derivate  del  secondo  ordine  ed  anco  tra  alcune  di 
esse  e la  sua  primitiva  singolare  doppia  vi  sono  molte 
altre  proprietà  ; ma  stimo  bene  limitarmi  alla  esposi- 
zione delle  seguenti,  anzi  alla  semplice  loro  enunciazio- 
ne; giacche  le  rispettive  dimostrazioni  facilmente  si  po- 
tranno comporre,  stante  le  cose  già  esposte  e dimostrate. 
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La  funzione  della  x valore  della  y data  dalla 
equazione  A (x,  y,  h)  = o , qualunque  sia  la  h,  lia  per 
ogni  valore  della xuq  avvicinamento  del  sccond’ordine 
con  una  di  quelle  funzioni,  che  sono  valori  della  y 
date  dalla  equazione  F (x,  y,  a,  b)  ~ o ; e quella  data 
dalla  primitiva  singolare  doppia  ha , pure  qualunque 
valore  attribuiscasi  alla  x,  un  avvicinamento  di  primo 
ordine  con  funzioni  della  x , valori  della  y,  date  dalla 
stessa  equazione  F(x,y, a,  b)~o:  anzi  fra  gli  infiniti 
valori  della  y corrispondenti  al  medesimo  della  x,  che 
si  possono  ' ottenere  dalla  F(x.y,  a,  b)  — o,  variando 
le  a,  b,  il  massimo  ed  il  minimo  è dato  dalla  stessa 
primitiva  doppia;  proprietà  interessante. 

3i9.  Parleremo  ora  delle  regole,  colle  quali  si  posso- 
no trovare  sì  la  primitiva  singolare  del  primo  ordine, 
che  la  primitiva  singolare  doppia,  di  una  data  equazio- 
ne alle  derivate  del  second’ ordine,  senza  conoscere  nè 
le  sue  primitive  complete  del  primo  ordine  nè  quella 
del  secondo. 

La  r(x.  j,j'/i);o  rappresenti  una  delle  due  primi- 
tive complete  della  data  equazione  alle  derivate  del  se- 
cond  ordine/^  r,^.yvy"):=o;  e la  P(x,y,y',X(x.y,y/)') z o 
rappresenterà  la  primitiva  singolare 'del  primo  ordine, 
purché  X sia  il  valore  della  a desunto  dalla  equazione 
P’(a)—  o. 

Sciolta  la  equazione  P (x. y, y’ ,a)'  — o rispetto 
alla  a,  abbiasi  a — sr  (x,  y,  y'  y")  : la  equazione 
P (x,y,y',!t(x.y'y'.y,>))  = o avrà  aneli’ essa  per  pri- 
mitiva completa  la  P(x,y,y',a.)~  o e per  primitiva 
singolare  la  P (x,y,y,  X)  — o. 

Egli  è evidente,  che,  il  valore  della  sr  cavato  dalla 
equazione  P(x,y,yJìsr)  — O,  è lo  stesso  di  quello  della 
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«desunto  dalla  P (x.y  y',  a)  — o;  c però  siccome  per 
la  primitiva  singolare  questo  valore  della  a eguaglia 
5.  (x,y,y'},  così  per  essa  equazione  avrassi  rr— X;  e con- 
seguentemente la  quantità  P'(sr)  sarà  identicamente 
nulla,  per  esser  nulla  la  P'(X). 

Essendo  le  equazioni  f (x,  y,  y',  y")  — o , 
P (x,y,y',st)  =.  o equivalenti  e formate  colle  stesse 
quantità,  la  funzione  f(x,y,y',y")  sarà  o identica- 
mente la  P(x,y,y',sr)  ovvéro  il  prodotto  MP(x,y,y',sr), 
ove  V M esprimerà  una  funzione  delle  x,y,y',y"\  cioè 
avrassi  sempre  la  equazione  identica  f — .(/  P,  la 
quale  da 

/'(/')  = P W (/')  MP'(y")  ossia 

per  essere  P~-^jf,  c P'(yr')z=  P'(iit)  ir'(y"). 

Ma  la  primitiva  singolare  soddisfa  la  P'(sr)  — o,  oltre 
la  data  f(x,y,y',y")  — Q soddisfatta  da  ogni  sua  pri- 
mitiva; adunque  per  la  primitiva  singolare,  di  cui  si 
pirla,  avi-assi  f'(y")—  o.;  e conseguentemente  essa 
sarà  quella  equazione,  che  si  otterrà  eliminando  l’y" 
dalle  due  f(x,y,y,y")—o,  f’(y")  — Q\  ovvero  sarà 
un  fattore  comune  di  queste  medesime. 

Dalla  f(x,  y,  y’,  y")  ~ o , in  generale  bassi 
f(x> y>/)'  per  cui  la  primitiva 

singolare,  annullando  separatamente  f'(y''),  sod- 
disfarà anco  la  equazione  f(x,y,y')'  — o cioè  la 
f'(x)-+-f  (y)y' -+-f'(y')y"-=io  ; e conseguentemente 
sarà  essa  la  risultante  della  eliminazione  della  y"  da 
questa  mediante  la  data. 
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Concludiamo  pertanto  che  per  avere  la  primitiva 
singolare  della  f(x,y,y,y)  = o basterà  eliminare  la 
quantità  y"  da  due  delle  tre  equazioni 


Ax>y >/>/') = ° > / V7  = ° > f(x,y,yY = o ; 

giacché  essa  sarà  la  risultante,  ovvero  sarà  un  suo 
fattore.  * , 

Quando  non  si  saprà,  che  la  f{.t,y,y',y')~o  avrà 
effettivamente  primitiva  singolare , sarà  bene  eliminare 
la  y"  da  tutte  e tre  le  seguenti  coppie  di  equazioni 

A*’?*/’  y ") = ° > Ax^yy — o ; 


/Kry>/')=o , /V')=°; 
/(x,y,yy-o,  /'(/')=<*; 
poiché,  se  le  tre  risultanti  non  saranno  identiche,  od 
almeno  non  avranno  fattore  comune,  la f(x.y,y'y')—o 
non  avrà  primitiva  singolare  : se  poi  queste  tre 
equazioni  risultanti  saranno  identiche,  od  avranno 
un  fattore  comune , la  medesima  risultante  nel  primo 
caso,  o nel* secondo  caso  l’equazione,  che  si  avrà,  egua- 
gliando a zero  il  fattore  comune  alle  risultanti , sarà 
probahilissimamcnte  la  primitiva  singolare  richiesta. 

5ao.  Dalla  equazione  data  f — o,  in  generale  bassi 

{dx,  f(y ) f(y")  [dy\_  f(y) 

\dy)—~f\x)  ’ \dyì-  f (y)  ’ W'’~  7W) ’ 


lare,  le  derivate  rispetto  alla  y"  delle  x,  y,  y saranno 
nuUe;  e le  (J-) , ^),  (^7)  infinite  ; e la  y'" 


flx  y r'Y 

y’"— — - ~ » e P^ò  ’ per  la  primitiva  singo- 


sarà  resa  proprietà  tutte  sufficienti  per  trovare,  in 
Tom.  II.  5 
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ogni  caso,  la  primitiva  singolare  di  una  data  equazione 
alle  derivate  del  secondo  ordine. 

3r  i . In  ultimo,  sia  (x,y.y’)  il  valore  della  y"  ca- 
vato dalla  data  equazione  f(x,y.yJ,y")~0',  essendo 


le  derivate 


(VL\ 

(d_SL\ 

(djl\ 

W) 

infinite,  le  quan- 


tità ^(x-t-o,y,y),  $ (x,y  -+-  O.y1),  (x,y,y'-+- 1)  non 

saranno  sviluppabili,  in  serie  ordinaria  cioè  non  avran- 
no sviluppi  ordinati  secondo  le  potenze  di  esponenti 
intere  delle  indeterminate  «,  0,  i (5  121).  _ 

3 12.  Farò  ora  vedere,  come  si  possa  desumere  dalla 
stessa  f(x,  y,  y* , y'')  — o la  sua  primitiva  singolare 
doppia. 

La  primitiva  singolare  ordinaria  della 


f(x,y,y',y")z=.o, 

e qui  sopra  considerata  , si  intenda  rappresentati  colla 
stessa  equazione  f(x,y,y'y')~  o,  ove  la  y"  sia  quella 
funzione  delle  x,y,y'  data  dalla  f'(y")~ o;  e la  pri- 
mitiva singolare  doppia  sarà  la  risultante  della  elimi- 
nazione della  y'  dalla  medesima  f(x,  y,  y',  y")~o 
mediante  la  sua  derivata  rispetto  alla  y'  contemplata 
dovunque,  la  quale  sarebbe 

/VI  -•-/V')  (^y  ) = 0 ■ 

• ma  riducesi  f'(y')  — o per  essere  f'(y")—o.  E per 
tanto  , la  primitiva  singolare  doppia  sani  l’equazione, 
che  si  avrà,  eliminando  le  yf,y"  dalle  tre 


/(*,  y,y',y")  = o,  f'(y')  = o , f’(y")  = o -, 

ovvero  sarà  essa  un  fattore,  eguagliato  a zero,  di  questa 
medesima  risultante. 
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5a5.  Non  parlerò  delle  primitive  singolari  delle 
equazioni  alle  derivate  degli  ordini  superiori  al  se- 
condo, perchè  occorrono  pochissime  volte,  e d’altronde 
la  loro  trattazione  non  riesce  difficile  per  la  grande 
analogia,  che  ha  luogo  tra  essa  e l’esposta  per  quelle 
del  primo  e second'ordine;  e terminerò  di  parlare 
delle  primitive  singolari  col  far  osservare  che  le  equa- 
zioni che  si  hanno  eguagliando  a zero  funzioni  com- 
poste dei  soli  valori  delle  costanti  a,  b,  c,  - — desunti 
da  una  equazione  F(x,  y,  a,  b,  c,  - - ■*)~o  combinata 
colle  opportune  prime  sue  equazioni  derivate  esatte 
hanno  tutte  primitive  singolari. 

Si  incontrano  spesse  volte  equazioni  alle  deri- 
vate del  second’ordine,  le  quali  hauno  o si  possono 
ridurre  ad  avere  la  forma  ip(p,  q)~o,  dove  le  p,  q 
funzioni  delle  x , y,  y,  y"  hanno  le  derivate  prime,  il 
cui  rapporto  non  contiene  la  y'" . Una  primitiva  del 
primo  ordine  di  queste  equazioni  si  può  trovare  facil- 
mente col  metodo  seguente. 

Si  costituiscano  le  due  equazioni 

/>  (-<-■>  x>  y>  y')=«.  q(*<  y,  y,  y')—b 

ove  le  a.  b esprimono  due  costanti;  e si  combinino  tra 
loro  in  modo  da  eliminare  la  y” , e la  risultante  sia 
F(x,  y,  y',  a,  b)  — o:  questa  sarà  una  primitiva  del 
primo  ordine,  della 

i(p(x>  x’>  /')>  ?(•*>  X>  />  x"ì)  = ° 

data; purché  ritengasi  tra  le  a,b  la  relazione  ip(a,b)—o-, 
e sarà  completa , rimanendo  arbitraria  una  delle  co- 
stanti a,  b. 
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Sia  a quella  funzione  delle  sole  x,  y,  y,  y",  la 
quale  esprime  il  rapporto  della  derivata  q'  alla  p'  ; cioè 
abbiasi  q'—ap'. 

Ammessa  la  equazione  p'  — o,  si  ha  anco  ap'~o 
ossia  q'  — a;  e però  le  due  p~a  , q ~ b saranno  tra 
loro  equivalenti,  anzi  ciascuna  di  queste  equazioni 
rquivnrrà  alla  F(x,  y,y,  a,  b)~o,  desunta  da  esse 
nel  modo  suindicato;  cioè  la  y avente  la  proprietà 
F(x,y,y,  ci,  b)~o  ridurrà  le  funzioni 

p{x,y,y',y"),  q(x,  y,y,y") 

rispettivamente  alle  costanti  a,  b ; e conseguentemente 
essa  ridurrà  l’equazione 

iì'(p(x>y’y’’y")’  f/(-r>  y-y>y'))=°  «u»  i>ì=°  > 

la  quale  è identica,  per  essere  la  stessa  relazione  ammes- 
sa tra  le  a,b.  Vale  a dire,  la  equazione  F(x,y,y\ a,  l>)— o 
soddisfarà  la  proposta  alle  derivate  del  sccond’ ordine , 
purché  le  costanti  a,  b abbiano  la  relazione  r}{a,b)—o\ 
c la  soddisfare  indipendentemente  da  una  delle  costanti 
medesime,  per  cui  sarà  una  sua  primitiva  completa  del 
primo  ordine:  come  si  è dichiarato. 

Esempio.  Sia 

/(■*>  y,  y’>  y y,  ( « -*-yl . y-t-y){i  -+-/'))  » 

cioè  si  debba  trovare  una  primitiva  completa  del  primo 
ordine  della  equazione 

y(jr— ^(i-4-y*).  y-*-~(,+y‘))  = o. 
yr  * 

Pongasi  x—  --7,(  t -t-y  )f=p,  edy-t-  -77(1-+-/')^/; 

y y 

e si  avrà  (§  189) 
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p'=— ( V—  7— V— 

e però  ^7  — ^ , rapporto,  il  quale,  non  contenendo 


la  jr,w,  insegna , che  si  potrà  trovare  la  primitiva  ri- 
chiesta col  metodo  dianzi  esposto. 

Stabiliscansi  per  tanto  le  due  equazioni 

*—  yjii+y‘)=a’ 

dove  a,  b sono  due  costanti;  e da  esse  eliminisi  la  y", 
e si  avrà  la  seguente 


(y  — b)y-*-x— nr=o, 


la  quale  sarà  una  primitiva  completa  della  data , pur- 
ché le  a,  b abbiano  la  relazione  tp(a,  l>)z=.o. 
L’equazione  trovata  dà  immediatamente  la 
(y — b)’  -+-  (x  — «)’— c’z=o 


per  sua  primitiva  completa,  ove  c esprime  la  nuova 
costante  arbitraria , e conseguentemente  questa  sarà 
anco  la  primitiva  completa  del  secondo  ordine  o finita 
della  equazione  alle  derivate  del  second"  ordine , ove 
le  costanti  a,  b abbiano  la  anzidctta  relazione. 

La  primitiva  singolare  della  equazione  data  si 
potrà  avere,  eliminando  la  y"  da  essa  medesima,  me- 
diante la  /V')=o  cioè 

ovvero  eliminando  la  a dalla  x — a-*~(y — b)y'  ziro 
col  soccorso  della  1 — b'(a)  -y'  — o sua  derivata  presa 
rispetto  alla  a stessa. 

Troviamo  anco  la  primitiva  completa  di  quest’ul- 
tirna  già  primitiva  singolare  della  proposta  equazione. 
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Si  considerino  le  x,  y funzioni  della  a,  ed  avransi 
a scoprire  quelle  funzioni  della  a stessa,  valori  delle 
x,  y , cbe  soddisfanno  le  due  equazioni  seguenti 

(x  — o)x'-+- (y — b)y  — O,  x/-t -b'y'  = o, 

nelle  quali  le  derivate  sono  tutte  prese  rispetto  alla  a. 

Si  combinino  queste  due  equazioni  alle  loro  deri- 
vate prime  esatte,  cbe  sono 

+ o, 

in  modo  da  eliminare  le  quantità  y,  y,  y,  ed  avrassi 
la  seguente 

, b’b"  b'b" 

x H yr.  X — a jjt  — O. 

Quest’ultima  ($  378)  somministra  per  sua  primi- 
tiva completa 

TZVd-)- 

-f^Kda 

icità  in  vece  di  e J 1 , e la 


ove /è  posta  per  senapi 
k indica  una  costante  arbitraria. 

Essendo  da  — log.  J/(  t -+-  b”) , si 

/=j7Tnby 

Ma  d’altronde  (§  gC>) 

J'~~^^ada=.ct\/(i  -+.b,‘)—Jl,(i-t-b’')da, 


ha 


4 
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supposto  per  semplicità  la  J\/(i-4-b'‘)da  primitiva  ge- 
nerale o completa  della  funzione  |/(i  -f-t'’). 

Questo  valore  della  x,  sostituito  nella  equazione 
(r — a)b'-+-b — — o , dà 

?~b~  ìda' 

Concludasi  per  tanto,  che,  la  data  equazione  alle  deri  va- 
te del  secondo  ordine,  ha  per  primitiva  completa  finita  la 


(x  — aY-*-{y  — b)‘—  c=o, 


dove  le  a,  b hanno  la  relazione  ip(a,  b)  =o;  e per  altra 
primitiva  finita , che  è la  primitiva  completa  della  sua 
primitiva  singolare  ordinaria,  la  risultante  che  si  ha 
eliminando  le  a,  b dalle  tre  equazioni  seguenti 

x=a-yirt^JW'+b'‘)da’ 

${«,/>)— o. 


Se  le  a,  b ed  anco  le  x,y  rappresentassero  rette  coor- 
dinate rettangolarmente,  quest’ultima  primitiva  trovata 
rappresenterebbe  evidentemente  la  linea,  svilupjtata  di 
quella  curva  , che  è rappresentata  colla  equazione 
proposta. 

3a5.  In  ultimo,  la  equazione  alle  derivate  del  secon- 
d’ordine  sia  ip{p,q,r)~  o,  dove  le  p,q,r  esprimano  fun- 
zioni tali  delle  r,y,y,y",  che  i rapporti  ^7,-7  sono 
indipendenti  dalla y1". 


LEZIOXt 


Eliminando  le  y*,  y"  dalle  equazioni  p~a,  q~b, 
rzzc,  ove  le  a , b,  c esprimano  tre  costanti , abbiasi  la 

F(x,  y,  a,b,c)—  o: 

questa  sarà  la  primitiva  completa  del  second’  ordine 
della  data 

'Kp  (*>  7>  /»/')»?  (*>  r- /.  jr")> r (x,  y>y,  /'))  = o ; 

purché  le  a,  b,  c abbiano  la  relazione  y [a,  b,  c)  ~o. 

Si  ponga  j-fz=a,  '——{ì,  ossia  q'—ap',  P—fip': 

le  a,  (9  non  contengono  la  y"'. 

Egli  è evidente , che  la  equazione  p'  — a annulla 
i prodotti  ap' , 0p'  ossia  dà  le  due  q'=.o,  ^=.0  ; e però 
le  due  equazioni  q—b,  rzzc  saranno  conseguenze  del- 
la p — a;  e siccome  a questa  si  può  sostituire  la 
F(x,y,a,b,c)~ o;  così,  se  nelle  funzioni  p(x,y,y'y"), 
q(x,y,y,y"),  r(x,y,y’,y")  porransi  in  vece  delle 
y,y,y"  i rispettivi  valori  desunti  dalla  equazione 
F(x,y,  a,  b,  c)  = o,  i risultamenti  saranno  ordinata- 
mente  le  costanti  a,l>,c.  Quindi,  facendo  queste  mede- 
sime sostituzioni  nella  equazione  tp(p,q,  r)  — o,  sì  avrà 
la  if/(a,b,c)~  o,  la  quale  è soddisfatta,  essendo  appun- 
to quella,  cbe  stabilisce  la  relazione  ammessa  tra  le 
costanti. 

Vale  a dite,  la  equazione 

F(x,y,a,  b,  c)  — o, 

ammessa  tra  le  costanti  a,b,c  la  relazione  rp{a,h,c)zxo, 
è primitiva  della 

i'(p(x,y,yy'),  q (x,y,y,y"),  r(x:y:y\y"))  — o, 

ed  è la  sua  primitiva  completa,  perchè  due  delle  co- 
stanti a,  b,  c rimangono  arbitrarie. 
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Per  fare  un  esempio  anco  di  questo  metodo,  deli- 
basi trovare  la  primitiva  della 

^(jE'sen.x-4-^'cos.x,  ^ cos.x — ^"sen.x,  y-t~y')~ o. 
Suppongasi 

ysen  x+y'cos.jrzzfj,  y cos.x — y" sen.xrrq,  y+y"—r, 
e sarà 

p'~{y'+y'") cos.x,  q'~ — (y+y'") sen.x,  ed  r'—y'+y'" 

, q'  . r1  i 

e però  — tang.x,  — — 

p'  p cos  x 

qf  yt 

cioè  i rapporti  p,  — saranno  indipendenti  dalla  y"\ 

per  cui  la  primitiva  richiesta,  av lassi,  eliminando  le 
y , y''  dalle  tre  equazioni  seguenti 


ysen.x+y"cos,xz=M,  y' cos.x — y'scn.xxzb,  y+y~c, 

ammessa  fra  le  costanti  a,b,c  la  relazione  tp{a,b,c)~o. 

Eseguita  effettivamente  la  eliminazione  delle y',y"> 
trovasi  la  equazione 

y-i-a cos.x  — b sen.x  — c~o; 


e per  tanto  questa  sarà  la  primitiva  richiesta,  ammessa 
la  ip(a,  b,c)  — o tra  le  costanti  contenute  in  essa. 


LEZIONE  V. 

Delle  primitive  delle  equazioni  lineari  dell'ordine 
ennesimo,  e delle  primitive  espresse  colle  serie. 

3a6.  Una  equazione  F(x,y,y,y", y0*’"*)  — o, 

si  chiamerà  primitiva  dell’  ordine  m esimo  della 
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f{x,y.y'y", y(m)~o,  quando  si  possa  combina- 

re , occorrendo  , colle  sue  derivi» te  esatte  F'—o, 

F"~  o, Fm  — o talmente  d’ ottenere  la  stessa 

f—  o;  e particolarmente  ehiamerassi  primitiva  com- 
pleta, se  conterrà  ni  costanti  arbitrarie  non  contenute 
nella  f~ o;  e primitiva  particolare  sempre  dell’ordine 
m esimo,  se  si  potrà  desumere  dalla  completa  coll’ in- 
dividuare alcune  o tutte  le  costanti  arbitrarie  conte- 
nute in  questa;  e ehiamerassi  primitiva  singolare,  ic 
per  desumerla  dalla  completa  sarà  necessario  assolu- 
tamente dare  alle  costanti  valori  variabili. 

La  equazione 

a,  b, ) = o 

contenente  le  n costanti  arbitrarie  a,  b,  - - - sia  In 
primitiva  completa  finita  dell’ordine  n esimo  della 

yw)  — o. 

Combinando  la  equazione 
F — o alle  F'  = o,  F"  = o, F<ml  = o, 

sue  m prime  derivate  esatte,  in  modo  da  eliminare  ni 

delle  costanti  a,  b, , otterrassi  una  equazione  alle 

derivate  dell’ordine  m esimo  e contenente  n — m co- 
stanti arbitrarie,  la  quale  sarà  una  primitiva  dell’ordi- 
ne (n  — m)  esimo  della  stessa  f~ o;  e siccome  sono 
tante  le  equazioni,  clic  si  possono  analogamente  desu- 
mere dalle  F—  o,  /"no,  F"  — o,  - --  Fim  —O, 
quante  sono  le  combinazioni,  che  si  possono  fare  colle 
n costanti,  combinandole  ad  m ad  m;  cosi,  la/mo 
avrà  tante  primitive  complete  dell  ordine  (n  — m)  esi- 
mo, quante  sono  queste  medesime  combinazioni  cioè 
n(n—  i)(/i  — a)---(n  — m-4-  i) 

2-5 in 
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Così,  affinchè  la  equazione 

F(x,y,a,b, ) — o 

continui  a soddisfare  la  f ~ o anco  nel  caso  che  le 

quantità  a,  b, siano  variabili,  funzioni  della  x, 

queste  debbono  soddisfare  le  n equazioni  seguenti 

F '(a)  F'(b)  b'-s-  ecc.  = o, 

F'(a)'a'-¥-  F'(b)'b'-y-e cc.  = o, 
F'(a)"a,-+-F'(b)"b’-*-  ecc.  = o, 


F n'-+-  F'(b)l*  u b'- 1-  ecc.  =o, 

ove  il  simbolo  F'(a)(*~°  esprime  la  derivata  parziale 
rispetto  alla  a della  deriyata  (n — i)  esima  presa  ri- 
spetto alla  x della  F(x,y,a,b, ) nella  ipotesi  delle 

a,  b, costanti  ; e simili  significati  hanno  gli  altri 

analoghi  simboli  qui  usati.  Dimodoché,  eliminando  da 
queste  n equazioni  le  a',b', , e combinando  la  ri- 

sultante alla  F — o e sue  prime  n — i derivate  esatte 
talmente  da  eliminare  le  stesse  a,  b,  - - -,  avrassi  una 
equazione,  che  sarà  alle  derivate  (« — i)  esime,  la  qua- 
le soddisfa  là  aneli’  essa  la  f—  o.  Quest’  ultima  equa- 
zione è la  primitiva  singolare  della  f — o medesima. 

Una  equazione  alle  derivate  si  chiama  di  primo 
grado  ossia  lineare,  quando  in  essa  la  variabile  con- 
siderata funzione  dell’  altra  e le  sue  derivate  -siano  in 
termini  differenti  ed  alla  sola  prima  potenza  : la  loro 
forma  generale  è la  seguente 

yw.+.^ot-D +^<w)4 -+-G/-*- 7/^=7, 

ove  le  A,B, G,  II,  I o sono  costanti  ovvero  fun- 

zioni della  sola  x. 
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Se  le  funzioni  'p(x),  - - - siano  valori  della 

y per  la  equazione 

y,n)  -+-  Ay{n~li-+-  By(n~^  4-  Gy'-t-  IIy~o, 

evidentemente  anco  il  polinomio  Ntp-t-N,  ^-+-  ecc. 
ove  le  TV,  TV,,  - - - esprimono  costanti  arbitrarie,  sarà 
un  valore  della  y soddisfacente  la  stessa  equazione  alle 
derivate  n esime. 

Cominceremo  a parlare  della  primitiva  della 
equazione 

y«>  + Ayi-"-+-B?'**>  y-Gy'-+-IIy=xo, 

nella  ipotesi  ebe  i coefficienti  A,  B, G,  II  siano 

costanti. 

Si  supponga  y=eax,  ove  Va  esprime  una  costan- 
te; e la  equazione  ridurrassi  alla 

(a* -t-  A a"-'  -t-  B a"-*  -h  — . + C#-t-%“  = o, 

la  quale  sarà  soddisfatta  indipendentemente  dalla  x, 
purché  l’ a esprima  una  radice  della 

an-+-Aan~l  -4- /?«*-*-+-  - - - + G«  + II—  o. 

Le  a,  b,  - - - f},  X, h esprimano  le  n radici  di 

questa  equazione,  e le  funzioni  eax,  ebx, ekx  sa- 

ranno altrettanti  valori  particolari  della  y per  lu 
equazione  alle  derivate  di  cui  si  parla.  Quindi  pel  pre- 
messo dianzi,  la  primitiva  completa  di  questa  medesi- 
ma equazione  in  generale  sarà 

y — TV,  eax  -+-  TV,  ebx  TV,  e**, 

ove  le  TV,,  Ar„  - - - Ar„  esprimono  n costanti  arbitrarie. 
Se  fra  le  radici  a,  b,  - - - fi,  X — - h alcune  fos- 
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«ero  tra  lóro  eguali,  per  esempio  fossero  eguali  le  pri- 
me rj  che  supporremo  a,b, (9,  la  primitiva  trovata 

si  ridurrebbe  alla 

yzz.(Nl  + JV,  + - - - + Nr)eax+Nr+t  eyx+ +A’„erA  ossia 

yz=Meax+  Nr+,  er*+—  + Nne*h , 

la  quale  non  è più  completa  ; giacché  contiene  sola- 
mente n — r-t-  i costanti  arbitrarie  M,  Nr+l , Ar„. 

Per  questo  caso,  ed  anco  pei  suoi  analoghi , la  pri- 
mitiva completa  si  potrà  conseguire  col  metodo  seguen- 
te. Pongasi  nella  medesima  data  equazione  in  vece  della 
y il  prodotto  teax,  ove  t esprime  una  nuova  funzione 

della  x ; e però  in  vece  delle  y' . y", y(n)  porransi 

ordinatamente 

(t'-¥-ta)  eax,  2 a t!  -4-  a’  /)  e° x, 

^/<n)  + nat<n_I)  + — — a'  + — - + n a"*1  an  tj  eax; 

e si  avrà 

(an  + A + + Ga  + H)  teax 

+ (««"■'  + ((«-  i)//nn',+ vG)t’ eax\ h <<n) o, 

ossia,  dividendo  per  eax, 

t(p(a)-\-  t'<p’(n)  t"<p"(a)  h i~  tw  — o , 

ove , Intendendosi  espressa  con  gl  (a)  la  quantità 

Aa*-'  -+-  Ban~* -h --i-Ga-t-H,  le  ijJ(n),  <p'(a) , 

gl"(a), sono  i valori  delle  ${«),  gf(a),  <p"(a), 

corrispondenti  alla  a — a. 

Ma  per  essere  a una  delle  r radici  eguali  della 
equazione  <p(a)zx o,  hansi  gl(a)~o,  ql'{a)~o,  $"(a)~o, 
gS<r~n(n)=o;  adunque  dalla  equazione,  dianzi  tro- 
vata, spariranno  le  quantità  t,  r1,  t", t(T~n  ; dimodo- 

ché essa  si  ridurrà,  alla  forma 

i~kST>~o, 
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la  quale  è visibilmente  soddisfatta  da  /<r'~o;  e però  sarà 

l—  x -t-  l/3 x'h -4-  Mt xr~‘ 

ove  le  1/  esprimono  r costanti  arbitrarie. 

E pertanto,  per  essere  y — lenx,  la  proposta  equa- 
zione sarà  soddisfatta  da 

y=(V,  -+-  V.r+Wji’H s-  l^x^')  ea*\ 

e siccome  lo  è anco  da 

yz^Nr+t  eyx+  — +■  Ar„  exh  ; cosi  avrassi 

y={\li  + !ifix+-  - + 1/rx'-')eax+yVr+I  eB*+—+Nltei* 

primitiva  completa , perchè  in  essa  vi  sono  le  n co- 
stanti arbitrarie 

La  regola  usata  per  ritrovare  la  primitiva  com- 
pleta essendovi  più  radici  eguali  alla  a,  si  userà  anco 
per  ottenerla,  quando  vi  saranno  anco  altre  radici 
pure  eguali  tra  loro, 

3aT.  Ora  troviamo  la  primitiva  della  equazione 

+ — --  -f - Gy -*-H y = I, 

ove  1 e A,  B, G,  H sono  costanti  e la  I qualsivo- 

glia funzione  della  x. 

Si  assuma  la  equazione 

a"*1  -+-  A,  an~*  -+-  Bl  a"*3  — 1-  <3,  = o 

le  cui  (n — 1)  radici  siano  le  stesse  b,  c, li  della 

a*-t-A  am~'  -+-  B a"'3 h 1-  G a -+-//—  o ; e sarà 

A— A, — n,  B~Bt  — a At , C—  C,  — « B, , 

— — — G — _ G(  — a 7**,,  Il  . — a G,  ■ 
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Ponendo  questi  valori  delle  A,  B,  - — nella  at- 
tuale proposta  equazione,  e moltiplicando  la  risultante 
per  e~ax,  ed  anco  rammentandosi  che  (e~ax)'~ — ae~ax, 
si  lia  evidentemente  la  seguente 

((yin-,)+Alyin-lì+B,y^-3)+---+Fl/+Gty)^lx)'—I^*, 

la  quale  dà  la 

+ Bt  + — +F,y  + G,  y=ea*Jl  e**, 

ove  la  primitiva  J'te~<ix  è genei'ale. 

Così , assunta  la  equazione 

a"-*  -+•  At  a"-3-+-  B%  a*"4  h Ft  = o 

avente  per  radici  le  c,  d,  ---  h , ed  operando  per  la  b, 
come  dianzi  si  è fatto  per  la  a,  trovasi 

+ + Ft  yr=zebxJe^-bì  xJl  e-". 


E facendo  altrettanto  per  le  radici  c,  d,  - - - g,  h , 
avrassi  evidentemente 


per  equazione  primitiva  richiesti»,  la  quale  è completa  , 
perchè  le  n primitive  indicate  sono  generali. 

Se  le  radici  a,  b,  c, g,  h fossero  tutte 

eguali  alla  a , avrebbesi  evidentemente  per  primitiva 

/MIO 

y = eax  ! / e-°x . 

3 28.  Passerò  ora  alla  esposizione  di  alcune  interes- 
santi proprietà  delle  equazioni  lineari,  qualunque  siano 
i loro  coefficienti. 


80  irzioifr  * 

Tutte  le  volte  die  si  conosceranno  alcuni  valori 
della  y soddisfacenti  la  equazione 
y,m  j y<»-n  By<*~tì  -t — - - -+-  Gy'- 4-  Hy  — o, 

qualunque  siano  A, li, G,  H,  la  ricerca  della  pri- 

mitiva completa  della 

yim  Ay(n~n  -t-  fìyf*''1)  -t *-  Gy1- 1-  Hy  ~ I 

dipenderà,  o si  potrà  far  dipendere,  da  quella  di  un’al- 
tra equazione  lineare  dell’ordine  eguale  ad  n meno  il 
numero  dei  valori  conosciuti  della  y,  purcliè  il  rap- 
porto geometrico  di  questi  non  sia  costante. 

I valori  conosciuti  della  y siano  r e rappresentati 
colle  t,  ìi,  — - v,  e le  T,  U,  - - - V siano  r funzioni 
incognite  della  x. 

Per  semplicità  rappresenterà  i polinomj 

/ T-*-  m Z7-+- y-vV,  t'T-i-  n'U -1 y-v' F, 

tT'-*-uU'- 1 hvF',--- 

fm)  JU)  , . , wtm)  f/irt 

coi  simboli  P0l0,  PI>0,  P0ll, Pm,t. 

Si  ponga  per  la  proposta  equazione  y = P0i  0 ; e si 

stabiliscano  tra  le  derivate  T',  V , V le  r — t 

equazioni  seguenti 

P o,  1—  °>  1 — °>  P.,  1 — ■ Pp-i,  1 — °> 

le  quali  sciolte  rispetto  alle  stesse  derivate  U',  - - - V 
diano 

V'  — d-T',--- V'  — nT', 

dove  le  (r — 1)  quantità  ò, u esprimono  funzioni  in- 
dividuate delle  t,u, v", 

e però  funzioni  conosciute  della  x. 
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La  equazione  y~P0i0  assunta,  avuto  riguardo 
alle  r — t dianzi  stabilite,  dà 


S=Pt.o>/—P>.0r-ylr-')=Pr.>,oyn=Pr,a+Pr.„x, 

yr+"—Pr+t,o+^Pr,i  + Pr.x.ix 

^>==P^+AP„,l+*i^PM>1s-.-.+*Pr,*.l-t-Pr.I>*: 

k è posta  in  vece  di  n — r-s- i» 

Si  sostituiscano  questi  valori  delle yy1  y"  ,---yln) 
nella  equazione  proposta  cioè  nella 

I=Jly+Gy'+---+ffIy(n+Gty(r+l)+---+Ay'n'l,+y'm, 
ed  ommettasi  il  polinomio 

HP< o *>+GP  1,0* +//[P  r,o+('i^>rn,o+ +4P,t.I,0+P„ia, 

perchè  nullo,  stantechè  le  t,  u,  - - - v soddisfanno  la 
equazione  medesima  nel  caso  di  /~  o;  e si  avrà 

I — H,  Pr-1,1  -+-  a G , PT,1  ■+■(?,  Pr-I,t~*~  ***-t-P  r-t,k  ' 

in  questa  si  pongano  in  vece  delle  U',  - - - Vi  loro 
valori  à T',  - - - fi  TK,  indi  suppongasi  T'—z,  z nuo- 
va variabile,  e si  avrà  evidentemente  una  equazione 
alle  derivate  in  s lineare  e dell’ordine  ( h — i)  esimo. 

Trovata  la  primitiva  completa  di  questa  equazio- 
ne, in  un  tratto  avrassi  la  richiesta.  Di  fatto,  dalla 
primitiva  di  questa  abbiasi  z = Z-,  e sarà 

T’=Z,  U'—ÙZ, V'—pZ 

e però  T—jZ,  U—  J à Z, V=zjpZ, 

ove  le  r primitive  indicate  sono  generali.  Quindi,  per 
essere  y — P0i  0 cioè 

y~t  T-t-uU-i — y-v  V,  avrassi 

y~tjZ-¥-  uj  dZ-\ x-vjpZ 

Tom.  II.  6 
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per  equazione  primitiva  richiesta;  giacché  in  essa  vi 
sono  le  h — i — n — r costanti  arbitrarie  contenute 
nella  Z oltre  le  r portate  dalle  primitive  indicate. 

•»  Concludiamo  per  tanto , che  la  ricerca  della 

equazione  primitiva  della 

I=zHy-*-Gy'-i \-A /*-■>  ym 

dipenderà  da  quella  della  primitiva  della  equazione 
in  s , la  quale  è dell’  ordine  (n  — r)  esimo  , cioè  di  un 
ordine  eguale  ad  m m*no  r numero  dei  valori  par- 
ticolari della  y soddisfacenti  la  medesima  equazione 
pro|>osta  nel  caso  però  di  1 zero. 

Se  fosse  r~n — i,  la  equazione  in  T sarebbe 

e quella  in  a del  primo  ordine  ; e conseguentemente 
col  metodo  esposto  si  potrà  trovare  l’ effettiva,  primi- 
tiva della 

l—Hy-vr-  Gy1  t-  A y<n','>  s~y(m, 

quando  si  conosceranno  n — i primitive  particolari  della 
o ~Hy-\-  G/-s-  - v-  A y,a~x'1  -+-yw>\ 

purché  i valori  della  y somministrati  da  queste  pri- 
mitive abbiano  rapporti  variabili. 

Se  poi  fosse  la  r=n,  la  equazione  in  T evidente- 
mente sarchile 

I=P*tll  cioè  /— i<*-. ’ Tv-t-u<**1  >£/'-+-  - - - 

la  quale  combinata  colle  r — i=r — i stabilite  su- 
periormente tra  le  T1,  U1, V darà  i valori  di 

queste  derivate:  abbiansi 

T'=  Z, , U’=Zt, V —Zn  e però 

T—jZx , V= JZt,---F= Jza, 
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e si  avrà  immediatamente  per  equazione  richiesta  la 
seguente 

y=tfZ1-+-u  JZtM J Z„, 

ove  le  n primitive  indicate  sono  generali. 

Per  dare  un  esempio,  i coefficienti  A,  B,  — G,H 
siano  costanti,  più  le  radici  della  equazione 

1-  Ga-+-  f/—  o, 

siano  tutte  eguali  ad  a;  ed  ammesso 


t — eax,  u=zxeax, eax, 

le  equazioni 

Po,i~  °j  Pt,  i=o,---  P„_Ji , = o,  Pn_l> , z=  1 
risulteranno,  dividendo  le  prime  n — i per  eax, 

T'  + xU'-i Y-x*-'V  — o, 

U'-i *-(n  — l)x*-,F'  = o, 


(n  — i)(n  — 2) 3 • a eax  V ~1 , 

le  quali  facilissimamente  somministrano  i valori  delle 
T,  i quali  sostituiti  nel  polinomio 

1 P-+-  uU-* v V insieme  a quelli  delle  t,u,~--v 

lo  riducono  all’ 

e“*(x» Jle~°x  ~(n-i)  xn~‘jxlc~ax+  x'-'Jx'Ie™ 

±J'x~'Ie-ax'j:  ,.a-3-.(n_() 


che 


equivale  ad  eaxJ^ 


(« 

Ie-ax-,  e per  tanto  sarà 


y= 


come  si  è trovato  altrimenti  nel  paragrafo  antecedente. 


HJV  H.|\  H.K 
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5aq.  Tcmiinerò  di  parlare  delle  equazioni  alle  deri- 
vate lineari  colla  esposizione  della  seguente  loro 
proprietà. 

Nella  equazione 


t-C/ (x)-+-Hyz=z  l 


si  sostituiscano  in  vece  delle  derivate  y(x),  y'(x), 

ym(x)  i loro  valori  formati  colle  derivate  della 

x e della  stessa  y prese  tutte  rispetto  alla  t nuova  va- 
riabile principale,  1 quali  sono  ordinatamente 


y"  x" 


'11-1) 
n-a 
n- 1) 
n-i 

K) 


x"1-'  ' y ’ 


■tomi 

pr-r. 


«1  , x"  , „ 1 . ./«+«  x"1  1 x'"  \ 

OjTS+r.y  n~l  +-n(n-,)(rt— a)(-^-  xin+t  5 x'n+'/-> 



x"»' X ' 

si  moltiplichi  ciascun  membro  della  risultante  per  a/*» 
e si  ordini  essa  secondo  le  nuove  derivate  della  y ; ed 
avrassi  la  seguente 

y»- f-  (Ax1  — ^ (n- — 1 1 ) y-»  f 1?*'*  — I (n — i ) (n  — aM  x" 


--(«— >)(«—■ »)( 


3 a/  ) y 


\-Hx,nz=Jx,K . 


jn- t-l  x"' 

l_ 5 x'1 

Se  i coefficienti  A,  B, G,  Il  avranno  le  pro- 

prietà di  soddisfare  le  equazioni 
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At=Ax’-~(n-t)^r> 

^(n) 

G—Gx"" Bx^x^—Ax^"  — 

x ’ 

Hx—IIx!* , 

ove  le  quantità  At,  Bt, C, , //,  esprimono  al- 
trettante costanti;  cioè  se  gli  A , B, G saranno 

quelle  funzioni  della  x,  ebe  si  hanno  colle  prime  n — t 
di  queste  equazioni,  dopo  avervi  sostituito  per  x’  il  suo 
f / H 

valore  1/  ~ cavato  dall’ultima  e per  le  x",  x"’, 

le  derivate  di  questo  medesimo  valore,  le  quali  sono 

H'(x)  ,y//,J  /n  + J H’ixY  Il"(x)\  in /'fi} 

nU  y ìr’\  n'  H 1 nll  ) \ H*’  ~ 

la  primitiva  della  equazione 

y<*>(x)-*-Ayi-t'l(x)-*-By™{x)-* t-  Gy(x)-*-Hy=I 

dipenderà  da  quella  della 

ru>-4-A,S*n-*-BJ*n-t t-  G,y-*~  Hxy  — IH,  : H 

già  trattata  (§  3a-j) , purché  la  nuova  variabile  t abbia 
colla  x la  relazione  rappresentata  dalla  equazione 

fljtf  " = //,,  ossia  x7  yil—  \JHX  od  anco  dalla  j \/H—  t]/Hx , 

che  è la  sua  primitiva;  anzi  la  primitiva  della  stessa 

i i 

proposta  avrassi  col  porre  Jll"  : //,"  in  vece  della  t 
contenuta  nella  primitiva  completa  della 

yr>-+-Axy^l) B,y™-* ‘'-Gly’-+-Hxy—Hl  IH". 
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Pei-  esempio,  se  fosse  H~— — ove  a,  h,  c sono 

r (&x-t-c)" 

costanti,  si  avrebbero 

y=^l(6x+c),  x,'=-.H.tlbx+c),  x"'=J-.H?(bx+c),---, 
a a a 

e però  si  potrà  conseguire  col  metodo  esposto  la  primi- 
tiva di  cui  si  parla,  purché  siano 

j ai  n f éTi 

(òx-f-r)’  (bl-t-c)*’  (àx-f-c)””1 

ove  le  a, , Z>, , - - - g,  esprimono  delle  quantità  co- 
stanti qualsivogliono. 

S3o.  Si  dovrebbe  ora  parlare  delle  primitive  delle 
equazioni  alle  derivate  degli  ordini  superiori  al  secondo 
e non  lineari,  ma  siccome  poche  sono  le  occasioni  nelle 
quali  esse  occorrono , e d’altronde  le  note  regole  rela- 
tive ad  esse  valgono  solamente  per  alcuni  casi  partico- 
lari; così  mi  limiterò  alla  esposizione  del  seguente  me- 
todo, per  la  possibilità  del  (piale  si  richieggono  alcune 
condizioni,  che  appunto  verificansi  in  varie  applicazioni; 
e di  quello  che  si  esporrà  nel  § 35q. 

La  equazione  alle  derivate  sia 

f(x,y>y,  — y<n~l),  yn))=o. 

Si  formi  la  sua  derivata  prima  esatta  cioè  la 

— Y"'Y  -4-/'(y"))y',+')=  o, 

trovisi  il  massimo  divisore  comune  delle  due  quantità 

f(x,y,y, -—/*->/,  /'(/"')> 

e risulti  fll(x,y,y',---ylnì);  ed  i quoti,  clic  si  hanno, 
dividendo  per  esso  le  medesime  due  quantità  siano 

A (x,y,y, D (x,y,y', 
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cioè  abbiasi 

-~yi,h*tY=4-M,  «i 

e la  equazione  derivata  esatta  ridurrassi  alla 
(A-+-By^")Mz=.o, 

la  quale  è so<ldisfatta  tanto  dalla  M~o  quanto  dalla 
A-t-By<*+"  = o. 

La  primitiva  completa  del  primo  ordine  di  que- 
st’ ultima  cioè  della 


A-*-Byin+,'l=.o  sia  <P(x.y,y, _y<B',a)=o, 

ove  la  a esprime  la  costante  arbitraria. 

Laequazione  f(x,y,y',---y(m ) = o,  cbeèla  pro- 
posta, e la  primitiva  qui  trovata,  soddisfacendo  ambe- 
due la  stessa 

Ax*r>y>— jrm)'=o 


dell’ online  (n-f-  i)  esimo,  saranno  equivalenti;  e però 
la  risultante  dalla  eliminazione  delle  yw  da  esse,  la 
quale  conterrà  x,y,y',~-  e la  a,  soddisfarà  la 

prima  di  esse  medesime  cioè  la  proposta,  e sarà  una  sua 
primitiva  completa,  giacché  contiene  la  n. 

Così,  eliminando  la^’0  dalle  due 

f(x,jr,y, — -ym)= o,  m {x,y,y, — ■/"'):=  o, 

si  ha  una  equazione,  che  è generalmente  la  primitiva  sin- 
golare del  primo  ordine  della  proposta  medesima;  giac- 
ché, ammesso  essere  la  yim  quella  funzione  della  arbi- 
traria a data  dalla  equazione  tp—O,  la  completa  dianzi 
contemplata  è espressa  colla  f[x,y,y ym)  — o-,  e 


la  singolare 


annulla  f'{a)  cioè  f'(yin)) 


ciò  che 


richiede  in  generale  l’ annullamento  di /'(y'”)  e però 
la  sussistenza  della  equazione  M (x,y,y,---yin))2Zo. 
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Le  condizioni  necessarie  per  la  equazione  f—  o,  af- 
finchè si  possa  trovare  una  sua  primitiva  completa  del 
primo  ordine  col  metodo  qui  esposto,  evidentemente  si 
verificano,  quando  la  fzx  o sia  una  delle  equazioni  con- 
template nei  5S  3oi,  3a4- 

Cosi  non  voglio  tacere,  che  talvolta  succede,  sic- 
come fece  osservare  il  sig.  Don  Gabrio  Piola , di  poter 
combinare  la  proposta  equazione  alla  sua  derivata  pri- 
ma esatta  talmente  di  ottenerne  una  dell’ordine  (n-+-i) 
esimo,  della  quale  si  sa  trovare  una  primitiva  com- 
pleta del  primo  ordine:  in  questi  casi,  combinando 
questa  primitiva  completa  alla  proposta  in  modo  da 
eliminare  la  ym  ottiensi  pure  una  primitiva  completa 
della  proposta  medesima. 

35 1.  Più  volte  si  incontrano  equazioni  alle  derivate, 
delle  quali  non  si  sanno  rinvenire  le  primitive  in  ter- 
mini finiti,  per  cui  volendole  è duopo  ricorrere  alle 
serie,  onde  averle  almeno  per  approssimazione.  Molti 
sono  i metodi  immaginati  per  questa  ricerca;  io  mi 
limiterò  ad  esporre  brevemente  i più  generali  di  essi. 

La  equazione  alle  derivate  sia 


yw=f(x,y,y', 


Si  desumano  da  essa  i valori  della  — 

formati  tutti  colle  x,y,y* , - - 

Si  pongano  nella  equazione  ($  1 1 1) 


y =yó  -+- *y’o ■+-  — y"  -* *- 


x»-i 


a«5---(n — i) 
xn 


VU»-1) 

J o 


2 • 3---W 


V("> 

J o 


ecc. 


i valori  delle  jrln> , y^*'lì , — - desunti  dagli  anzi  esposti 
col  fare  in  essi  xzzo  ; e si  avrà 
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~f-  ~3...w /(°> ro.yi» ró"‘,))  •+*  ecc. 

per  primitiva  completa  richiesta:  le  costanti  sono  qui 
v 

J J QJ  J O 

Il  teorema  di  Taylor  dà 

y(x-4-o)~y-*-i>y  -4-  — y" .+. ecc.  : 

facciasi  in  esso  x~a  costante,  e cambiasi  la  o in 
x — a , ed  avrassi 


y = ya-+-(x—a)ya 


(x — a)0-1 

a ■ 5 (n  — i) 

(x— «)' 


.r^,, 


-SS1 


■ ecc.  : 


a . 3 - --n 

in  questa  equazione  si  pongano  in  vece  delle y'£:\yi*+n, — 
i loro  valori  desunti  da  quelli  delle  yn\  y<n+I\  — so- 
pra trovati;  e si  avrà  per  primitiva  completa  anco  la 

r=ya-*-(x— - 1 ’ 

(x—aY 


Ja 


a • 5 (n — i) 

a . 31  . nS(a’  Xt")  •+•  ecc. , 

ove  le  n costanti  arbitrarie  sono ya,y'a,  - - -SS". 

Si  supponga 

y~Axa-+-Bxb-4-Cxe-4-  ecc. 


ove  le  A,  a,  B,  b,  — - — sono  costanti;  e nella  equazione 
data  sostituiscasi  in  vece  della  y questo  suo  valore  ed 

in  vece  delle  /, y" le  derivate  di  esso:  si  riduca  il 

secondo  membro  della  equazione  risultante  ad  un  poli- 
nomio della  forma  del  primo,  e si  soddisfaccia  (§  ia4) 
indipendentemente  dalla  x mediante  l’opportuna  de- 
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terminazione  delle  A,  a,  B,  e questi  valori  delle 

A,  a,  B,  - - - sostituiti  nella  equazione  supposta 
y=:Axa-*-Bxb-\-  ecc. 

somministreranno  la  primitiva  richiesta. 

Sia  y — z una  primitiva  particolare  della  stessa 
yU)  — f(x.y,yt,  - - -yln't1),  la  quale  contenga  sola- 
mente n — m costanti  arbitrarie:  per  avere  la  primitiva 
completa  almeno  in  serie  si  supponga 

y = z -+-  a p -t-  «’  q -+-  ecc. 

-+-  fi  r -+-  a fi  s ecc. 

— — — — ■ ♦—  fi  t — ) — ecc. 


ove  le  a,  fi,  - - - sono  m nuove  costanti  arbitrarie,  e 
le  p,  q,  r, altrettante  funzioni  incognite  della  x. 

Sostituendo  questo  valore  della  y nellu  dota  equa- 
zione, e sviluppando  il  secondo  membro  secondo  le 
dimensioni  crescenti  delle  a,  fi,  - - - , indi  eguagliando 
tra  loro  i coefficienti , che  hanno  le  simili  potenze  di 
esse  in  ambedue  i membri,  cioè  soddisfacendo  la  equa- 
zione risultante  indipendentemente  dalle  arbitrarie 
a,  fi,  - - -,  si  hanno  equazioni  sufficienti  per  determi- 
nare ciascuna  delle  funzioni  p,  q,  r,  - - queste  equa- 
zioni sono  lineari  e di  primo  grado , anzi  le  primitive 
loro  in  sostanza  dipendono  tutte  da  quella  dellu 

P«>=f'(z)p  +/W + f'(z")p"  + - - - + /'(*'""  V"'’* 

I valori  anco  particolari  delle  p,q,r,--~  soddisfa- 
centi queste  equazioni  ridurranno  la  supposta  equazione 

y — z -+-  ecc. 

ere. 

alla  primitiva  completa  richiesta. 
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Ali  tratterrò  a sviluppare  questo  metodo  per  una 
equazione  qualunque  alle  derivate  del  primo  ordine: 
essa  sia  y'—f(x,y),  e la  sua  primitivo  conosciuta 
jr=.z. 

Suppongasi  in  generale 

y — z-^-pa  -t- pqa?  -\-pra?-¥-psa*-i-ece. 

ove  Va  esprime  la  costante  arbitraria,  e 1 e p,q,r, 

funzioni  a determinarsi  opportunamente , perchè 
z-*-pa-*-pq  a?  ecc.  sia  valore  della  y , qualunque 
sia  la  costante  a. 

Rappresento  i coefficienti  delle  a3,  a3, con 

prodotti  di  due  funzioni  anziché  cou  una  sola  per  la 
semplicità  che  ne  risulta  nei  calcoli. 

Questo  valore  della  y ossia  s -+-  u,  supposto 

pa-t-pq  a3 -k-pr  a3 -t-ps  a* -+-  ecc  ,~u, 

sostituito  nella  equazione  .y'—  y)  dà  la 

z'-+-  u'~f(x , z -f-  u)  ovvero 

£/"(*)+£/'"(*)+  ^/"(s^ecc., 

essendo  per  ipotesi  z'—f{x,z). 

In  quest’  ultima  equazione,  ponendo  per  le  u,  u' 
i loro  valori , che  sono 

pa-i-pqa3-i-pra3-i-psa*-i-  ecc., 

p'a~t-(pqY  a‘  -+~  (p  rf  a3 -i-(p  s)'  a4  -+-  ecc., 

ed  eguagliando  tra  loro  i coefficienti  delle  simili  poten- 
ze della  a,  si  ottengono  le  seguenti 
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Pf  = f'(Z)P> 
q>=l-fÌz)p, 

P = f"(z)pq  + Lf"'(z)p-, 

■ (q’+*r)p+l-f'\z)p'q+^^f'r(z)p\ 


la  prima  delle  quali  dà,  mediante  la  sua  primitiva, 
la  />;  e le  altre  danno  successivamente  e con  facilità 
le  p,  q,  r,s, . 

I valori  generali  delle  funzioni  p,q,r, con- 

terranno tante  costanti  arbitrarie,  quante  saranno  le 
funzioni  stesse;  e però  la  equazione,  che  ottcrrassi,  so- 
stituendoli nella  supposta 

y~z-\-pa.-+-pqai-+-  ecc. 

conterrà  tante  costanti,  almeno  apparentemente,  quan- 
te sono  le  funzioni  p,  q,r,s,  - - - oltre  della  a.  Si  ri- 
fletta però,  che  tutte  queste  costanti  conipajono  nella 
equazione  risultante,  talmente,  che  equivalgono  ad 
una  sola,  per  cui  non  occorrono  i valori  generali  delle 
p,q,  - - _ cioè  bastano  alcuni  valori  particolari  di  esse 
tra  quelli  soddisfacenti  le  equazioni  sopra  esposte,  ciò 
che  faciliterà  la  determinazione  della  primitiva  richie- 
sta della  y~f  (x,y). 

Occorrono  alcune  volte  le  primitive  di  equazioni 
riducibili  alla  forma 

yim  — f(x>y>/, yMI)=flP  + fll  ^)-+-ecc., 

dove  le  P,  Q - - - sono  funzioni  delle  x,y,y',  — y1"'1’, 
e la  a esprime  una  quantità  costante,  la  quale  pel  suo 
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significato  è piccola  assai:  in  questi  casi,  trovata  la 
primitiva  completa  della 

yw  —f(x,y,y,  — yn-i)) = o, 

per  avere  la  richiesta,  procedesi  generalmente  col 
metodo  seguente. 

La  primitiva  trovata  sia y—(p{x,Cl , Ctì Cn), 

le  C esprimono  le  costanti  arbitrarie;  e la  richiesta 
suppongasi 

y=.<p(x,  Ct,Ct, C„) a*  <7 -+-ecc. 

ove  le  p,  q,  - - - esprimono  funzioni  incognite 
della  x. 

Si  ponga  questo  valore  della  y nella  equazione 
data,  si  ordinino  entrambi  i membri  della  risultante 
secondo  le  potenze  della  a,  e soddisfacciasi  indipenden- 
temente dalla  a stessa;  e si  avranno  equazioni  tra  le 
p,q, e le  loro  derivate:  trovati  valori,  anco  partico- 

lari, di  queste  funzioni  soddisfacenti  le  equazioni  tra  esse 
così  ottenute , e sostituiti  nella  y=z<p-4-a  p-+-a*  q-+-ec<\ 
supposta,  avrassi  effettivamente  la  richiesta  primitiva. 

Talvolta,  rinvenuta  la  primitiva  completa  della 
y — f — o,  si  procede  a scoprire  quella  della 
y(m — f~aP a?  Q ecc.  proposta  con  quest’ al- 
tro metodo. 

Si  ammette  la  richiesta  primitiva  rappresentata 

colla 

y $ (*^>  ct  » c, , — — — , 

ove  le  c, , ct , - - — c„  esprimono  n funzioni  della  x a 

determinarsi:  si  dispone  delle  c, , ca, c,  in  modo, 

che  siano  soddisfatte  le  (n — i)  equazioni 
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0'(‘J  ci-t-flfr J c'h *-$'(<•  J c'  = 0, 

?%,)'  c[  -+-  f (c,Y  c't  H $T(r1j'  c'  = o , 

fW,  -4—  ^ (c,)'V;  h H f(r„)"C;=  o , 


rf  (e,)'-»  c{ -4-  gf  c ' n 1-55'  c'  = o; 

e si  avranno 

/=0'(x),.y"=0"(x)> y*-"=(j5‘"-»(x),  ed 

yn=rp,m(x)-^p’(c1  )<mr'-Mj<'(r,)<"V;H h-  ; 

e la  equazione  risultante  dalla  proposta,  col  sostituirvi 
per y, y, yfm  i loro  valori,  sarà 

$'(r1)'"V|'+'p'(<~1),',V'+  - - - +rp'(cKY'"c'„=za‘Pl4<i.1Q,+  ecc. 

per  essere  gf"'(x) — _/"(x,  gf(x), (x))  sero  : 

le  P, , (?, , sono  i valori  delle  P,  Q, corri- 

apondenti  alle  sostituzioni  fatte. 

Combinando  questa  equazione  alle  n — i dianzi 
ammesse,  abbiasi 

c[  =:  P, , c't=R ,, c!,=  Rn 

ove  le  R saranno  funzioni  conosciute  delle  x,  c, , r, , — r„: 
fatto  ciò,  suppongasi 

c,  = C,  -4-a/z,  -+-atql  -t~ecc., 
t,“  Ct-+-atp%  -*-<*’  q,-f-ecc., 

c„  = C»  -t-  a pn  a*  -+-  eco 

dove  le  p„  q,, p% , <7,, pn,  qn, sono  altre 

funzioni  della  x incognite;  e sostituiscami  questi  valori 
delle  c e quelli  delle  loro  derivate  nelle  equazioni 

cizzR,,  c'tz=Rt, c^zzR., 
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e si  determinino  le  funzioni  plt  q,, /'»>  7»i 

talmente,  elle  le  equazioni  risultanti  da  tutte  queste 
sostituzioni  rimangano  soddisfatte  tutte  indipendente- 
mente dalla  a;  e la  primitiva  richiesta  sarà 

jr=z(p{x,  Ci-h-ap,  -t-a‘q,-s-ecc.,  Ci-+-apt-¥-aiqt- t-ecc., 
Cn-*-apn-t-a,q„-+-eec.) 

dove  le  plt  qt, />„  qt, pn,  qn, espri- 

mano i valori  di  esse  medesime  qui  trovati. 

LEZIONE  VI. 

Delle  primitive  di  più  equazioni  di  simultanea  sussi- 
stenza, e delle  primitive  di  una  equazione  tra  le 
derivate  di  due  o più  variabili  funzioni  di  una 
medesima. 

33a.  Siano  date  le  n equazioni 

F,  = o,  F,  = o, Fm=zo 

nelle  quali  vi  siano  n-t-i  variabili  e quantità  costanti. 
Evidentemente  n delle  variabili  saranno  funzioni  del- 
l’ altra. 

Si  possono  trovare  n equazioni  tra  le  n-t-i  varia- 
bili e le  derivate  prime,  seconde,  - --  m esime  di  n 
di  esse  prese  rispetto  all’altra,  le  quali  siano  equiva- 
lenti od  almeno  conseguenze  delle  date  e non  conten- 
gono mn  quantità  costanti,  anco  arbitrarie,  esistenti 
nelle  medesime  equazioni  date. 

Insieme  ad  ognuna  delle  date  equazioni  avranno 
luogo  le  sue  derivate  esatte:  si  formino  le  prime  rn  di 
queste  equazioni  per  ciascuna  delle  n date,  ed  il  loro 
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numero  sarà  nnr  evidentemente  si  possono  combinare 
queste  m n nuove  equazioni  alle  n date  talmente  da 
eliminare  mn  costanti  contenute  in  esse,  e in  n ma- 
niere diverse;  e però  si  potranno  avere  n equazioni  tra 
le  n-t-i  variabili  c le  loro  derivate  prime,  seconde, — 
m esime,  le  quali  siano  equivalenti  alle  n date,  e non 
contengono  m n costanti  esistenti  nelle  medesime  equa- 
zioni date. 

555.  Si  abbiano  le  due  equazioni 

F(x,y,y',y", yim),  z,sf, s'"')  — o, 

p (•*>  y > — yn»  *"> z™)  = o 

tra  le  variabili  x,y,  s e le  derivate  delle.)',  z:  la  prima 
di  queste  equazioni  è dell’ordine  m esimo  rispetto  alla y 
e dell’  n esimo  rispetto  alla  z,  e l’altra  è dell’ordine 
r esimo  rispetto  allay  e dell’  s esimo  rispetto  alla  z. 

Si  trovino  le  equazioni 

F'zz o,  F"~o, Fr)=za, 

p'  zz  o,  <p"  — o,  - - - plm'>  zz  o 

cioè  le  prime  r derivate  esatte  della  Fzz o e le  prime  m 
analoghe  della  ip zzo:  si  combinino  queste  equazioni, 
che  sono  r-+-/n,  alle  due  date  e talmente  da  eliminare 
le  quantità  y,y>y”>  - - - y(nH’r> , e se  ne  avrà  una 

f(x,z,sf, z", z<r+nt  o z'">+'>)zz o, 

die  sara  dell’ordine  (n-+-r)esùno  se  n-t-r^>m  -t-s 
e deU’(m-t-s)  esimo  se  m-t-s^n-t-r.  così,  combinan- 
do tutte  le  equazioni  qui  combinate  per  avere  la  j zzo , 

meno  una,  in  modo  da  eliminare  1 ey1,  y", yim+r\ 

avrassi  una  equazione,  che  sciolta  rispetto  alla  y,  darà 

yzzP,  ove  la  P sarà  funzione  delle  sole  x,  z,  z',  z" 

cioè  delle  x,z  e delle  derivate  della  z. 
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Sia  trovata  la  primitiva  della  f—  o e dia  z~Q,; 
e questo  valore  della  z sostituito  nella  funzione  P la 
riduca  alla  Q:  le  due  equazioni 

y — Q,  z — Q , 

saranno  le  così  dette  primitive  delle  due  F~o , rp  — o 
proposte;  e particolarmente  saranno  le  complete,  par- 
ticolari, o singolari,  secondochè  la  z zz  sarà  primi- 
tiva completa,  particolare,  o singolare  della  f—O. 

Scie  equazioni  F — o,  <p  — o fossero  del  primo 
ordine  e lineari,  cioè  fossero  le 

Ay-t-Bz-+-Cy,-*-Dz'z=i  E , G y-*-Hz-*-l y' 1.  z'—  Ex, 

la  risultante  dalla  eliminazione  della  y sarebbe 

z"-t-Mz'-i-Nz=  T, 

ove  le  M,  N,  T sono  funzioni  della  x,  cioè  sarebbe  an- 
eli’essa  lineare:  anzi  se  E,  ed  E,  fossero  nulle  egli 
altri  coefficienti  delle  due  proposte  fossero  costanti , la 
risultante  sarebbe 

z"-t-  M z'-t-  N z — o, 

dove  M,  PI  sarebbero  anch’essi  costanti;  e però  ammes- 
so a una  radice  della  equazione 

a*  -+-  M a -+-  N — o, 

la  funzione  keax,  ove  k è una  costante  qualunque  ed  e 
la  base  solita,  sarà  un  valore  della  z ed  il  corrispon- 
dente per  la  y risulterà  k eax  fi,  dove  fi  esprime  una 
costante  individuata. 

Da  ciò  emerge,  che,  le  primitive  delle  due 
equazioni 

Ay~v-Bz-\-Cy'-\-Dz'z=zo,  Gy~*-Hz-*-iy-+-Lz'—o 

Tmo.  II.  7 
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aventi  i coefficienti  costanti,  potransi  avere  col  suppor- 
le z — kc3x,  y —kcaT(ì;  giacché  si  hanno  immediata- 
mente le  due  equazioni 

/f G£-t-//-s-/a19-*-Lccro, 

che  danno  due  valori  sì  per  la  costante  e*  che  per  la  9, 
e però,  denominati  a,  b i due  valori  della  et,  ed  h,  l i 
corrispondenti  della  fi  ammesso  z=keax  samyzzÀeaxh, 
ed  ammesso  z~klebx  sor à yz=zklebx  i,  per  cui,  essen- 
do le  equazioni  proposte  entrambe  lineari , saranno 
soddisfatte  dalle  due  equazioni 

z~kea,-+-kt  ebx,  y=k eax h-+-k,ebx /, 

le  quali  saranno  le  loro  primitive  complete,  contenen- 
do le  k,  k , ambedue  costanti  arbitrarie. 

Se  le  ultime  due  equazioni  lineari  qui  contempla- 
te avessero  i secondi  membri  funzioni  anco  della  x,  si 
potrebbero  trovare  le  primitive  complete  di  esse  col 
supporre  nelle  trovate  le  k.  A,  funzioni  incognite  della 
x,  e determinarle  con  un  processo  affatto  analogo  a 
quello  già  impiegato  nel  paragrafo  3z8.  Anzi,  anco 
per  le  equazioni  lineari  di  ordini  qualsivogliono , qua- 
lunque sia  il  numero  di  esse,  purché  sia  minore  di  uno 
del  numero  delle  variabili,  hanno  luogo  considerazioni 
analoghe  a quelle  esposte  per  due  del  primo  ordine. 
Ora  si  abbiano  le  n equazioni 

Ft—o,  F,—o,  Fsr=o, F„r=o 

fra  le  n -t-  1 variabili  X,y„yx,y$, yne  le  derivate 

di  queste  rz  ultime  prese  rispetto  alla  x;  anzi  nella 
F,  = o vi  siano  le  derivate  di  tutte  le  y sino  a quelle 
dell’ordine  a esimo,  nella  Ft~o  sino  a quelle  del 
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b etimo,  e nella  F„  = o sino  alle  m esime  ; dimodoché 
gli  ordini  di  esse,  rispetto  a qualunque  variabile  y sia- 
no ordinatamente  V a esimo,  il  b esimo,  il  c esimo 
l' ni  esimo. 

Chiamisi  s la  somma  dei  numeri  a,b,c, l,m; 

e forminsi  delle  equazioni  date  ordinatamente  le  prime 
derivate  esatte  (s — a)  esime,  (r — b ) esime,  (s — c)  esìme, 

(j  — l)  esime,  (f  — m) esime-,  ed  in  tutto  avransi 

il  -4- (n  — i)s  equazioni,  le  ultime  delle  quali  saranno 
dell’ordine  s esimo  per  rispetto  a qualunque  variabile y. 

Ma  computando  n — i variabili  y e le  loro  deri- 
vate sino  alle  s esime,  si  ha  un  numero  di  quantità,  clic 
è(x-t-i)(n — i)  ossia  (/i — i).r-wt — I,  il  quale  è mi- 
nore di  uno  del  numero  delle  anzidette  equazioni  ; 
adunque,  avuto  riguardo  a questa  proprietà  ed  anco 
alle  rispettive  costituzioni  delle  medesime  equazioni,  si 
potranno  eliminare  da  esse  n — i variabili  insieme 
alle  loro  derivate;  ed  eseguita  tale  eliminazione  otler- 
rassi  una  equazione  fra  le  derivate  s esime  della  y ri- 
masta: questa  y sia  la  y,;  e la  equazione  risultante 
avrà  la  forma 

/(* . r.  » ri  » ri'»  — ri*') = °» 

la  cui  primitiva  completa  darà  y,  eguale  ad  una  fun- 
zione della  x e di  s costanti  arbitrarie. 

Con  (n — i )s-*-n — i equazioni  di  quelle  usate 
dianzi  per  ottenere  f—o,  si  trovino  n — i equazioni 
che  contengano  oltre  le  componenti  della  f,  ordinata- 
mente  l’una  la yt,  un’altra  la  y$,  e l’ultima  la  yK\  ed 
in  esse  si  pongano  in  vece  della  yt  non  che  delle  sue 
derivate  i rispettivi  valori  loro  desunti  dalla  primitiva 
completa  della  f—  o;  ed  avransi  n — 1 equazioni,  che 
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insieme  a questa  medesima  primitiva  della  f j=o- co- 
stituiranno le  primitive  delle  n date. 

Un  altro  caso  d’.el  imi  nazione  molto  interessante  è 
il  seguente:  nelle  equazioni  date 

F,=o,  h\  — o,  F3z=o, F„  = o 

i numeri  indicanti  gli  ordini  delle  più  alte  derivate 

delle  variabili  y,  ,y,  ,y3, y^,  , yn  siano  ordinata- 

mente 

nella  F,—0,  a-y-a,  b-y-a,  c-y-a, , l-y-a,  m-v-a ; 

nella  F%~o,  a-y-b,  b-y-b,  c-y-b, , l-y-b,  m-y-b; 

nella  F 3~o,  a-y-c,  b-y-c,  c-t-r,---,  l -y-c,  rn -+- r; 


e nella  Fn—0,  a-y-'n,  b-+-m,  c-y-m,~ — , l-y-m,  m-y-m. 

La  prima  linea  di  questi  numei-i  evidentemente 
risulta  aggiungendo  a a ciascun  termine  della  serie 

a,b,c, /,/»;  quelli  della  seconda  aggiungendovi 

quelli  della  terza  aggiungendovi  c,  e quelli  dell’ ultima 
aggiungendo  ai  medesimi  termini  1 ’ rn,  ultimo  di  essi. 

I numeri  a,b,c, l,  m siano  disposti  talmente, 

che  lino  qualunque  non  sia  maggiore,  del  suo  conse- 
guente; dimodoché,  se  saranno  differenti  l’un  dall’al- 
tro sor?»  

La  somma  a-y-b-y-c-y-  - --  -y-l-y-m  chiamisi  s:  si 
formino  delle  n equazioni  date  rispettivamente  le  pri- 
me ar — a—  m,  a s — b — m,  ar — c — ni,  - - -,  a* — l — m, 
2v — a m derivate  esatte-,  e si  avranno  tante  equazioni, 
computando  anco  le  n date,  che  il  loro  numero  sani 
a ns — i — nm+n;  e le  ultime  derivate  esatte  delle  propo- 
ste conterranno  tutte  le  variabili  yt  ,y,,y3, y,  , ,yH 
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e le  loro  derivate,  sino  a quelle  degli  ordini  rispetti- 
vamente 

ar — a»  — m-t-b,  a s — m-f-r, 

• . 

- - -,  ar — m-t-l,  a s — m -+-/«; 

* 

di  inodori^  nelle  ani — r — nm-h-n  equazioni  anzidctte, 

tra  le  variabili  y,  ,y%,y$  , e le  loro  derivate, 

formeranno  un  ninero  di  quantità,  che  sarà 

(n — 1)  ai  — (n  — 1)  m-t-s  — m~*~n  — 1 
ossia  ani  — s — nm- t-n — 1; 

e conseguentemente,  avuto  riguardo  anco  alla  costitu- 
zione delle  medesime  equazioni,  si  potranno  eliminare 
da  esse  tutte  le  n — 1 variabili  yt  ,y2, y3,  - - - yn.x  e le 
loro  derivate;  ed  eliminandole  si  avrà  una  equazione 

/(c>  fi»?'»’  fi’ > y « *’)  = o , 

la  cui  primitiva  completa  darà  la  formata  colla  x e 
con  a s costanti  arbitrarie. 

Per  avere  le  analoghe  espressioni  per  le  yx , yt , 
---jPn.,  combineransi  a/u  — s — iim-t-n — 1 delle 
medesime  Equazioni  dianzi  contemplate,  ed  in  modo  da 
eliminare  le  medesime  quantità  già  eliminate  per  avere 
la  f—o,  eccettuando  però  successivamente  la^, , la^,, 
la  y-$,  ed  in  ultimo  la^,.,;  e si  avranno  n — 1 equazio- 
ni , che  daranno  queste  ultime  jr  formate  colla  yn  e le 
sue  derivate,  e però  colla  x e colle  a s-  costanti  arbi- 
trarie anzidette. 

Queste  ultime  n — 1 equazioni  insieme  alla  stessa 
primitiva  della  f—  o rappresenteranno  le  primitive 
complete  delle  n proposte. 

Quando  le  equazioni  date 

=0,  F,  — o, F„  — o 
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non  saranno  costituite  colle  variabili  e loro  derivate, 
come  abbiamo  supposto  nei  due  casi  or  ora  trattati,  a 
scanso  di  ogni  equivoco,  si  potrà  procedere  alla  deter- 
minazione delle  loro  primitive  nel  modo  seguente:  si 
combinerà  una  di  esse  a ciascuna  delle  altre  n — i in 
modo  da  eliminare  interamente  una  delle  variabili  y, 
come  si  è fatto  al  principio  di  questo  medesimo  para- 
grafo onde  eliminare  la  y dalle  due  equazioni  F — o, 
<pzx.o;  c poi  si  combinerà  una  delle  n — t equazioni 
cosi  risultate  alle  altre  n — a di  esse,  e talmente  da  eli- 
minare una  fra  le  y rimaste;  e cosi  continuerassi  n — i 
volte,  ed  otterrassi  finalmente  una  sola  equazione  con- 
tenente una  sola  y e le  derivate  di  essa;  e la  sua  primi- 
tiva completa  darà  questa  medesima  variabile  in  fun- 
zione della  x e delle  opportune  costanti  arbitrarie; 
indi,  con  un  processo  analogo  a quelli  usati  nei  due 
casi  suddetti  od  altrimenti  annasi  i valori  di  tutte  le 
altre_y  senza  bisogno,  in  generale,  di  trovare  primitive 
di  equazioni:  fatto  ciò,  si  sostituiranno  tutti  i valori 
delle ^ nelle  n equazioni  date,  e determineransi,  occor- 
rendo, le  relazioni  necessarie  fra  le  costanti  contenute 
nei  valori  delle  medesime  y,  perché  le  equazioni  risul- 
tanti rimangano  soddisfatte  indipendentemente  dalla  x; 
e le  n anzidette  equazioni  somministranti  le yI , yt,  j-3, 
- — yn  saranno  le  primitive  richieste,  purché  le  co- 
stanti esistenti  in  esse  abbiano  le  relazioni  qui  deter- 
minate. 

334.  La  equazione  ^xrFfx,  a,  b, ) contenente  le 

r<^n  costanti  arbitrarie  a,  b, sia  una  primitiva 

particolare  della  f(x,y,y’,y"ì ym)  — o:  col  soc- 

corso di  questa  primitiva  della  f—o  talvolta  si  può 
conseguirne  la  completa  col  metodo  seguente. 
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Per  semplicità  le  derivate  F'(n),  F'(b), si 

denominino  A,  B e suppongami  le  a,  A,--- 
funzioni  incognite  della  x;  ed  ammeltansi  tra  queste 
funzioni  le  r — i equazioni  seguenti 

Aa'-i-  Bb'-*-  ecc.  rr  o, 

A'a'-y-  fì'b'-i-  ecc.  — o, 

A"a'-+-  B"b'-+-  ecc.  — o. 


A'M>  a'-t-  B™  A'-*-  ecc.  = o 

ove  le  derivate  delle  A,B , sono  tutte  prese  rispetto 

alla  x esplicita  in  esse;  e si  avranno  evidentemente 

/=F'(x),y'=F"(x).--- 
yi-‘>—  yo^u(-r),  jr<ei — A 'r'(x)  +■  A'^'W  + + ecc--- 

y ">  — /•'<"'  (jr)  -+-  » fl'  -+-  B°‘-n  A'-f-  ecc. 

/flr,)  a<n_r+1)  -+-  2Pr-,>  A(“-r+,)  -+-ecc. 

Sostituendo  il  valore  della  y e questi  trovati  delle 
sue  derivate  nulla  equazione J\x.y,y  ,y" - y"")rr o, 
se  ne  avrà  evidentemente  una  tra  le 

x,  «,  A, a'.  A',  - - - a",  b",  - - - n'"-r>,  A'"‘r’, 

alle  derivate  delle  fi,  A, dell’ordine  (n  — r)  etimo, 

la  quale  combinata  colle  r — i dianzi  ammesse,  som- 
ministrerà i valori  delle  quantità  a.  A,  - - - contenenti 
n nuove  costanti  arbitrarie,  che  sostituiti  nella  equa- 
zione yzz.F(x,a,b , - - -),  daranno  lu  primitiva  com- 
pleta della  medesima  f(x,y,y,  - - _ — 0. 

Questo  metodo  per  trovare  la  primitiva  completa 
di  una  equazione  alle  derivate  si  estende  anco  ad  ni 
equazioni  frum-t-i  variabili. 
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Sebbene  sia  mia  intenzione  di  non  fare  applicazio- 
ni, nulladimeno  credo  bene  di  esporre  la  seguente. 

La  equazione  F(x,y,  a)  zz.  o rappresenti  una  fa- 
miglia di  linee,  e sia f(x,y,y')  — o quella,  che  si  ha, 
eliminando  da  essa  la  costante  a col  mezzo  della  sua 
derivata  prima  esatta. 

La  equazione  di  qnella  famiglia  di  linee,  che  se- 
gano quelle  rappresentate  colla  F(x,y,  a)~o,  e che 
hanno  con  queste  la  proprietà  rappresentata  dalla 
equazione  (f  (x,y,yJ,(yf)')  —o,  sarà  la  primitiva  com- 
pleta della  risultante  dalla  eliminazione  della  y' 
dalle  due 

f(x,yy)  — o,  (p{x,y,y,(y))  — o: 


la  (y ')  è per  le  linee  della  seconda  famiglia,  ciò  che  la 
y è per  quelle  della  prima. 

Per  esempio;  se  le  linee  della  seconda  famiglia 
dovessero  segare  tutte  quelle  della  prima  talmente,  clic 
le  rette  loro  toccanti  nei  punti  comuni  co  in  prendessero 
un  angolo  di  tangente  X(x,y),  sarebbe 

' — i ossia  y=2 1±£L, 

-HrV  «— *tr') 


0 (/))==*- 


per  cui  la  equazione  della  seconda  famiglia  sarebbe  la 
primitiva  completa  della 

J x-4-tr')  \ 

A*’*’  *-Myv~°' 

e quando  le  linee  dell’una  famiglia  dovessero  essere  or- 
togonali a quelle  dell’altra,  sarebbe  la  primitiva  della 

f(x”"rèù=°- 

Cosi  se  le  linee  richieste  e quelle  rappresentate 
colla  e<]uazione  f(x.y,y')  — o dovessero  essere  le 
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projezioni  ortogonali  di  altre  fra  le  esistenti  in  una 
medesima  superfìcie  ed  a tangenti  fra  loro  conjugate, 
sarebbe 

ove  z esprime  la  terza  ordinata  della  superficie;  e però 
la  primitiva  completa  della  equazione 


1 

(d'z\ 

K<lx) 

1 -«-(/)! 

(S±\ 

{dxdy ) 

1 

\dxdy) 

H-lrOl 

m 

/>*.*-«* 


rappresenterebbe,  combinata  a quella  della  superficie, 
le  linee  conjugate  alle  date  che  hanno  per  equazione 

/(*’  y)  = °- 

535.  Si  abbia  la  equazione  F—o,  nella  quale  vi  siano 

le  n variabili  x,y,  z, ed  m costanti  ; si  formino  di 

essa  le  m prime  derivate  esatte  prese  rispetto  alla  x , 
nella  ipotesi  che  tutte  le^z, ---  siano  funzioni  della  x 
medesima:  si  combinino  queste  m equazioni  alla  propo- 
sta talmente  da  eliminare  le  m costanti,  ed  avrassi  una 
sola  equazione  tra  len  variabili  c le  derivate  prime,  se- 
conde,  m esime  almeno  di  n — i di  esse,  la  quale 

sarà  conseguenza  della  data  medesima. 

La  equazione  F~o  si  chiama  integrale  o primi- 
tiva completa  finita  di  quella  alle  derivate  m esìme  qui 
ottenuta.  In  generale  una  equazione  tra  n variabili  ed 
m costanti  arbitrarie,  dalla  quale  si  possa  desumere  co- 
me dianzi  od  altrimenti  una  equazione  alle  derivate 
m esime  delle  stesse  n variabili,  la  quale  non  contenga 
le  m costanti , si  chiamerà  primitiva  completa  finita  di 
questa  medesima  equazione  alle  derivate. 
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356.  Non  tutte  le  equazioni  tra  più  di  due  variabili 
e le  derivnteloro  o di  alcune  hanno  primitive  complete, 
anzi  alcune  non  hanno  neppure  primitive  particolari, 
cioè  per  esse  non  esistono  equazioni  tra  le  sole  variabili, 
dalle  quali  si  possono  le  medesime  desumere.  Per  ma- 
nifestare questa  dichiarazione  e nel  medesimo  tempo 
mostrare,  come  si  possono  trovare  le  primitive  di  cui  si 
parla,  quando  vi  siano,  seguirà  le  tracce  del  cav.  Pietro 
Paoli;  e comincerò  dalla  equazione 


z' — A — By'~  o 

ove  le  A,  li  esprimono  funzioni  date  delle  x,y,  z. 

Sciolta  rispetto  alias  la  primitiva  di  questa  equa- 
zione dia  s z=.  gl(x,  y),  e però  z'=  <p'(x)  -+-  ${y)y' 

Sostituendo  nella  equazione  data  in  vece  delle  z,  z' 
i loro  valori  qui  esposti , la  risultante  sarà  identica , 
qualunque  sieno  le  quantità  colle  quali  rimane  forma- 
ta, fra  cui  vi  è la  y'.  In  vece  di  sostituire  contempora- 
neamente i valori  delle  z,z',  si  cominci  a sostituire 
quello  della  2',  ed  avrassi  la  equazione 

à-b>’= ••  •>““ 

(£)-• 1 

Ora,  ponendo  in  questa  in  luogo  della  z il  suo  valo- 
re, si  otterrebbe  la  stessa  identica  equazione  ciré  si  sa- 
rebbe otteuuta  dianzi;  e però,  siccome  questa  risultante 
contiene  la y'  nel  solo  modo  visibile,  così  il  valore  della  2 


dovrà  annullare  tanto 


(£)- 


( d z 
q,mnt°  ( d} 


% 
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Vale  a dire,  la  z = <p(x,y)  primitiva  della  proposta 
soddisfarà  anco  le  due  equazioni  seguenti 

(£)-'=••(£)-=•• 

ossia  sarà  dessà  loro  primitiva  comune. 

Reciprocamente,  ogni  equazione  primitiva  comune 
di  queste  ultime  due  sarà  anco  primitiva  della  propo- 
sta. Di  fatto,  la  z—f(x,y)  soddisfaccia  queste  due  equa- 
zioni, saranno  identiche  le  due 

f'(x)  — A [x,y,f(x,y))~  o, 

f'(y) — * /(*>  r)) = ° 

e però  anco  la  seguente 

f'(x)-A(x,y,f(xty))-*-(f'ly)—B(x,y,f(x,jr))'jy=:o 


o»siaf(x,y/—A(x,y,/(x,y))—y,B(x,y,/(x,y))=:o, 

la  quale  manifesta  clic  z—f(x,y)  soddisfa  appunto  la 
proposta. 

Dimodoché,  la  proposta  equazione  avrà  primitive, 
se  le  due 

(£)-■<=«■  (£)-"=° 

avranno  primitive  comuni , e quando  vi  siano  queste , 

esse  samnno  le  primitive  anco  della  proposta  medesima. 

Le  primitive  della  = o sono  la  com- 

pleta e la  singolare  qualora  ne  sia  suscettibile. 

Si  trovi  la  completa , e sia 

B'(x,y,z)=ìp, 


ove  ifi  esprime  la  costante,  arbitraria  , rispetto  alla  x: 
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siccome  la  y nella  equazione  — A — o è trattala 

come  una  costante , così  la  \p  può  essere  una  funzione 
arbitraria  della  y;  per  manifestare  questa  proprietà  scri- 
veremo la  primitiva  trovata  colla 

F(x,r,z)=.yjj(y). 

Questa  somministra  (^p'(y) — F'(y)')  • F'(z)  ; 

e però , affinchè  la  primitiva  trovata  sia  anco  primitiva 
dell’ altra  equazione  — B~  o,  dovrà  essere  la 

F=  (<p’(y)—F'(y))  ossia  la  BF'(z\-y-F'(y)=^'(y) 

equazione  identica,  quando  siasi  posto  in  essa,  cioè  nel 
suo  primo  membro,  in  luogo  della  z il  suo  valore  ca- 
vato dalla 

F(x,y,z)-rp{y); 


e siccome  nel  secondo  membro  cioè  in  <p’(y)  non  vi  è Li  x , 
così  il  risultamento,  che  si  La,  ponendo  in  BF'(z)+F'(y) 
in  vece  della  z il  suo  valore  cavato  dalla  equazione 
F(x,y,z)  — ip,  non  dovrà  contenere  la  x medesima. 

Quando  abbia  luogo  questa  proprietà,  l’equazione 
risultante,  dalla  qui  indicata  sostituzione,  sarà  della 
forma 

la  quale  avrà  la  sua  primitiva  completa:  sia  essa 

<P=X(y,Q, 

ove  C esprime  una  vera  costante  arbitraria. 

Sostituendo  questo  valore  nella  F(x,y,  *)  — y »i 
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ha  F(x,y,z)  — \(y,  C)\  c questa  equazione  sarà  primi- 
tiva della  proposta,  perchè  soddisfa  entrambe  le  sud- 
dette equazioni,  e sarà  la  completa,  giacché  contiene  la 
C costante  arbitraria. 

337.  Abbiamo  osservato  dianzi , che  la  quantità 
BF'(z)-*-  F'(y) , ove  colla  s si  intenda  la  determinata 
colla  equazione  F(x,y,  z)—ip,  non  deve  contenere  la  x, 
o ciò  che  è lo  stesso,  la  sua  derivata  rispetto  alla  x 
dev’essere  nulla;  questa  derivata  visibilmente  è 

/d’F\  /d*  F\/ds\ 

\dydx>  ~+~  \dydzl  \dx)  ° 
ossia 

(^s)  É?)) 

-+-  F'(z)  B'(x)-y-ÀF'(z)  B'(z)=o. 
Ma  per  essere  F(x,y,  z)zziìp  primitiva  della  (fj~j — A—o, 
si  Ita  la  e<|uazione  identica 

F'(x)  -4-  A F'(z) — o , 

la  quale,  derivata  rispetto  alley,  z,  dà  le  due  seguenti, 
pure  identiche, 

che  riducono  la  derivata  dianzi  esposta  alla 
— A'(y)F'(z)—  BA'(z)F'(z)-\-B'(x)F'(z)^AB,(z)F'(z)—o, 
ossia  B'(x)  — A'(y)-*-AB'(z)  — BA'(z)  — o. 
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Quindi  la  proprietà  osservata  superiormente,  equivarrà 
all’essere  identica  quest’ ultima  equazione.  Vale  a dire, 
quando  la  proposta  equazione  ammetterà  primitiva 
completa,  quest’ ultima  equazione  riescirà  identica,  e 
viceversa,  quando  questa  riescirà  identica,  la  proposta 
avrà  la  primitiva  completa. 

338.  Se  la  quantità  B'(x)—A'{y)-*-AB’(z)—BA'(z) 
non  riescirà  identicamente  nulla,  non  si  potrà  deter- 
minare la  ip(y)  contenente  una  costante,  e soddisfa- 
cente la  equazione 

BF'(z)-4-F'(y)  = V(y)-, 

c però  la  proposta  non  avrà  primitiva  completa. 

Vi  sono  alcuni  casi,  pei  quali  la  equazione 
F'  (y)-*-B  F '(z) zr  ip'(y),  ove  la  z sia  la  determinata 
colla  F (x,  y,  z)  — tp,  riesce  soddisfatta  da  particolari 
valori  della  <]/,  perchè  essi  annullano  i termini  affetti 
dalla  ip  e gli  altri  separatamente:  uno  di  questi  valori 
della  tp  chiamisi  X(y);  e la  equazione  risultante  col 
porre  la  z desunta  dalla  F(x,  y,  z)  — X(y),  nella 

-V(y)^F'(y)-^BF'(z)—o, 

sarà  soddisfatta  indipendentemente  dalla  X,  c però  an- 
co la  sua  derivata  rispetto  alla  x medesima,  avrà  una 
analoga  proprietà.  Ma  questa  equazione  derivata  è la 
stessa,  che  si  ha  col  porre  laz  anzidetta  nella  equazione 

B'(x)  — A'{y)-*-A  B'(z)  — B A'(z)  = o; 

adunque  la  equazione  F(x,y,z)  — l(y),  o sarà  quest’ 
ultima  medesima,  ovvero  un  suo  fattore. 

La  proposta  equazione,  sebbene  mancante  di  pri- 
mitiva completa,  può  essere  soddisfatta  da  primitive 
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particolari,  le  quali  saranno  o la  equazione  alla  quale 
si  ridurrà  la  medesima  ultima  qui  esposta , ovvero  un 
suo  fattore. 

Se  la  equazione  f 


539. 


^ — A~o  avrà  primitiva 


singolare,  la  quale  soddisfaccia  la  — fi— o,  essa 

sarà  primitiva  della  proposta:  cosi  se 

avesse  primitiva  singolare  , ebe  soddisfacesse  la 

(£)-  A~  o essa  pure  sarebbe  primitiva  della  pro- 


posta medesima. 

Sebliene  queste  primitive  renderanno  infinita 
A'(z),  ovvero  /?'(:)  ($  297)  .od  ambedue  queste  deri- 
vate , le  quali  sono  parti  componenti  la  quantità 
A’(y)-+-  BA'(z) — fi'(jr) — AB'(z),  non  ostante  questa 
medesima  quantità  sarà  da  esse  annullata  come  lo  è 
da  quelle  superiormente  considerate;  giacché,  ren- 
dendo esse  le  funzioni  A(x,  y,  s),  fi(x,  y,  z ) identiche 


alle  ^ ^ /~^  anc°  la  derivata  della  A presa  ri- 

spetto alla  y,  che  iA'[y)+A'(z)^~-^  ossia  A'(y)+BA'(z) 


sarà  identica  alla  B'(x)-\-AB'(z)  derivata  della  fi  presa 
rispetto  alla  x. 

Esempio.  Abbiasi  la  equazione 


z'  — 2.r — — y — z)-+-y'—  o: 
paragonata  alla  sopra  considerata , si  hanno 

A — ix  z[/{x’ — y — z),  Bz= — i; 


1 


ì 
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c però  le  primitive  di  essa  soddisfaranno  ambedue  le 

(si)- ajc  *V(x'—y  e|=°i 

La  prima  di  queste  ha  primitiva  singolare , ed  è 

z-+-y — x‘~o,  la  quale  dando  — I,  soddisfa 

la  seconda  ; e però  anco  1*  attuale  proposta  sarà  sod- 
disfatta dalla  equazione  z-t-  y — x’  — O. 

La  medesima  equazione 


C 


— ix  — — y — a)~o 


ha  per  primitiva  completa 

\Z(x'—y—z)-*-x—4{y) , ossia  z=.zx^y}—^(y)‘—y: 
questo  valore  della  z , sostituito  nella  equazione 

mp'irh-iM  • iy(y)—i+t=o,  ossia  (x—Mf))i]/(y)= o, 
la  quale  per  essere  soddisfatta  richiede  O 

rp'(y)  — o ovvero  tp(y)  — x — o , 
cioè  o $(y)—a  costante,  ovvero  \p{y)  — x. 

Il  primo  di  questi  due  valori  riduce  la  primitiva 
completa  della  prima  delle  due  equazioni  anzidette 
alla  seguente 


:aax  — a 


-y 


e questa  sarà  la  primitiva  completa  della  proposta. 

Il  secondo  valore  della  \p(y),  in  generale  è assur- 
do; ma  riflettendo,  che  la  ip  può  ricevere,  come  arbi- 
traria contenuta  nella  primitiva  completa  della 

(È)“3X— 
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quel  valore  funzione  della  x corrispondente  alla  primi- 
tiva singolare,  esso  non  si  deve  trascurare;  come  si 
verifica  appunto  per  questo  esempio. 

Ora,  facciamo  analoghe  considerazioni  alle  qui 
esposte,  cominciando  dalla  seconda  equazione,  cioè  dalla 


essa  ha  per  primitiva  completa y-+-z~<p(x),  e non  ha 
primitiva  singolare. 

Questo  valore  della  z sostituito  nella  equazione 

a*— V(x'— y— z)=°>  dà 

<P'(x)  — IX 2 y ( X ‘ (p  (x))  = O, 

la  cui  primitiva  completa  risulta 

<p  (x)  — isi  + d'^o, 
la  quale  riduce  la  equazione 

z-t -jr—g)(x)  alla  z-*-y — 2 a x-+-a  — o, 


che  è la  stessa  equazione  primitiva  della  proposta,  tro* 
vata  sopra  altrimenti. 

La  equazione  <p'(x)  — 2X  — 2 [/  (x‘  — (p  (xfj  ~ o 
è anco  soddisfatta  dalla  5f(x)~x’,  come  sua  primitiva 
singolare:  e questo  valore  della  gS(x)  riduce  la  primiti- 


va 


completa  della 


-+-  1 — o alla  seguente 


z-by — x‘—o,  che  è primitiva  anch’cssa  della  proposta. 

In  ultimo,  si  osservi,  che  la  primitiva  z+y — x‘~o 
ottiensi  anco  col  sostituire  nella  z-t -y — 2 ax-t-a’—o 
in  luogo  della  a,  il  suo  valore  cavato  dalla  equazione 
— 2X-h-2a=zo,  che  è la  derivata  rispetto  alla  a stessa 
Tom.  IL  8 
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della  medesima  primitiva  completa,  cioè  osservisi  clic 
la  equazione  z-*-y — x*  — O è una  primitiva  singolare 
onìinarìn  della  attuale  proposta  equazione  alle  derivate. 

540.  Passiamo  ora  alla  equazione  z'-A-By'-Cu'zo, 
ove  le  A,  R,  C siano  funzioni  delle  quattro  variabili 
x,  y,  z,  u.  Abbia  essa  una  primitiva,  e sciolta  rispetto 
alla  ; somministri  z — F (x,y,u),  e però 

z’=F'(x)-+-F'(y)y'-*-F'(u)u': 

sostituiscasi  nella  proposta  in  vece  della  z'  questo  suo 
valore  ossia 

(ai)  - (È)  * " "A  ’’ 

Se  in  questa  equazione  si  ponesse  per  z il  suo  valore 
F (x,y,  u),  la  risultante  sarebbe  identica;  e però  questo 
valore  della  z annullerà  separatamente  i tre  binomj 

(£)-*  (£)-*(£)-* 
ossia  una  primitiva  della  proposta  equazione  sarà  pri- 
mitiva comune  alle  tre  seguenti 

(=)7'=*  (£)-■=*  (£)-c- 

Reciprocamente,  una  equazione  tra  le  x,y,z,u,  la 
quale  sia  primitiva  di  tutte  tre  queste  ultime,  sarà  anco 
primitiva  della  proposta,  come  è facile  il  dimostrarlo, 
seguendo  un  metodo  analogo  a quello  usato  nel  para- 
grafo 356  per  provare  analoga  proprietà. 

Troviamo  le  primitive  comuni  alle  tre  equazioni, 
ora  date, 

(£)-'■=••  (£)-*=•*  (£)-«=- 
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Sia  F(x,y,  u,z)~gl (y,  u)  la  primitiva  completa 
della  prima;  la  <p(y,  u)  esprime  l’opportuna  arbitraria 
costante  rispetto  alla  x.  Questa  pii  miti  va  dà 

- (3p)  = -F5>(*M-F'W‘ 

e però  per  la  seconda  delle  tre  equazioni  date  dovrà 
essere 

BF’(z)  + F'(y)=:<p(y). 

Se  in  questa  sì  ponesse  in  vece  della  s il  suo  valo- 
re cavato  dalla  F(x,y,  ti,  z)  = gl(y,  tt)  la  risultante 
dovrebbe  essere  identica;  e però  il  risultante  valore  del 
binomio  B F'(z)  -\-F'(y)  non  dovrà  contenere  la  x, 
ossia  la  sua  derivata  presa  rispetto  alla  x dovrà  essere 
zero.  La  equazione  necessaria  e sufficiente,  perchè  ab- 
bia luogo  tale  proprietà,  si  trova,  come  al  clic  è 

la  seguente 

B’(x)  — A'(y)  -+-  A B'(z)  — B A'(z)  = o. 

Ammesso  identica  questa  equazione,  la  anzidetta 
risultante  dalla 

BF'(z)  + F’(y)  = <p>(y) 

non  conterrà  la  x:  sia f(y,u,(p)  — xp(u)  la  sua  primi- 
tiva completa,  ove  ip(u)  esprime  l’arbitraria. 

Sostituendo  il  valore  della  gl,  cavato  da  quest’ ul- 
tima equazione,  nelln  F (x,y,  u,  z)  =: ijS (y,  n),  se  ne 
avrà  una  tra  le  x,y,  u,z,  ip(u):  sciolta  essa  rispetto  alla 
ip(u),  risulti 

P(x,y,u,  z)  — $(u). 

Questa  soddisfarà  le  prime  due  delle  tre  equazioni  date: 
essa  poi  somministra 
/ dz 
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e però  per  la  terza  delle  medesime  equazioni  date, 
avrassi  la 

CP'(:)  + P(«)=f(«). 

Ponendo  nel  binomio  CP'(z)+P'(u),  in  luogo  della  z 
il  suo  valore  cavato  dalla  equazione  P(x,y,u,z)~ìp{u), 
il  risultaraento  dovrà  essere  identicamente  'p'(u);  per 
cui  non  dovrà  contenere  nè  la  x nè  la  y,  ossia  le  sue 
derivate  parziali  prese  rispetto  alla  x l’ una,  e l’altra 
alla  y,  dovranno  annullarsi  anzi  essere  identicamente 
nulle. 

Queste  due  derivate  sono 

A'(u)  — C'(x ) -+-  A C'(z)  — CA'(z) , 
B'(u)-C'(y)+BC'(z)- CB'(z); 

e però  dovranno  essere  identiche  le  due  equazioni 
seguenti 

A’(u)—  C'(x)-*~AC'(z)  — CA'(z)  = o, 

B'(u)  —C'(y)-h- li  C'( z)  — C B'( z)  — o. 

Soddisfatte  clic  siano  identicamente  queste  due  equa- 
zioni, la  risultante  dalla 

per  la  indicata  sostituzione  del  valore  della  s cavato 
dalla  P(x,y, u,z)~tp(u),  conterrà  le  sole 
sia  1 1J1 — 4 (,lì n)  la  sua  primitiva  completa,  ove  a esprime 
una  vera  costante;  e si  avrà  la 

P(x,y,u,z)z=é(u,a). 

Questa  equazione  soddisfacendo  le  tre  date,  e con- 
tenendo una  costante  arbitraria,  sarà  la  primitiva 
completa  della  proposta  z' — A — By1 — C li—  o. 
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z' — a — ny — c u'~  o 


1 *7 


hanno  luogo  considerazioni  analoghe  alle  esposte  nei 
paragrafi  338,  33g  per  la  z' — A — By~o  oltre  altre 
particolari  ad  essa,  ma  per  brevità  credo  bene  di 
ommetterle. 

34 1.  Farò  vedere,  come  si  possono  ottenere  alcune 
di  quelle  equazioni,  che  sono  condizioni  necessarie, 
perchè  una  equazione  tra  più  variabili  e le  loro  deri- 
vate prese  rispetto  ad  una  di  esse,  di  qualunque  ordine 
essa  sia,  abbia  primitiva  finita. 

La  equazione  sia  la 

f(x,y,  z,y,  sV',  z")=.o: 

ciò  che  dirò  di /pesta,  facilmente  si  concepirà,  come  si 
potrà  estendere  ad  altre  piti  complicate. 

La  equazione  f(x,  y,  z,  y , z',y,  z")=  o abbia  una 
primitiva  finita  , e sarà  z funzione  delle  x,  y,  qualun- 
que funzione  della  x sia  la  y. 

Essendo  z funzione  delle  x,  y,  si  hanno 


z'=p  -+- 1] y , z"=.r+isy-+.ty'-+-qy': 
le  p,  q,  r,  s,  t esprimono  ordinatamente  le  derivate  par- 

(=£)•(£> 

Sostituendo  nella  equazione  proposta  in  vece  delle 
z’,  z"  i loro  valori , qui  esposti , si  ha  la 


f(x,y,  z,y,p+qy,y,  r-*-isy'-+-ty'-*-qy)-=t), 

la  quale  dovrà  sussistere,  qualunque  siano  le  y,  y,  y-, 
e però  con  essa  sussisteranno  le  sue  derivate  parziali 
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prese  rispetto  a queste  medesime  tre  quantità , le  quali 
derivate  visibilmente  sono 

o = /'(/')  -+-  /'(*")  (;p)  • 

Ma  dai  valori  trovati  delle  z"  si  hanno 


(;p)=*>  (^77)=— 

( 


dz" 

dy  ì 


adunque  le  tre  equazioni , anzi  esposte,  si  ridurranno 
alle  seguenti 

f'(y)  •*-  qf'W  -+-  q'fVWf'V') = « , 
f(y)+qf'(z')-*-'q'fW)= o, 


dalle  quali  eliminando  la  q,  si  hanno  due  equazioni , 
che  dovranno  essere  identiche. 

La  terza  di  queste  ultime  medesime  equazioni  in- 
segna, che  la  f deve  consistere  in  una  funzione  della 
forma 

f(x,  y,  z,y,  z',  A B s")  = o 

ove  le  A,  B non  contengono  ley”,  z"  ; per  cui  sciolta 
rispetto  alla  z",  sarà  riducibile  alla  formo  seguente 

y"<P  (■*>  y>  y>  *')  — ’r  (x-y>  s>y’>  «)=<>■ 
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Anzi,  una  qualunque  equazione,  che  ammetta  una  pri- 
mitiva , sarà  sempre  riducibile  a contenere  le  derivate 
dell’ ordine  piu  alto  alle  sole  prime  potenze.  E questo 
è il  motivo,  per  cui  nei  paragrafi  antecedenti  ho  sup- 
posto, che  le  equazioni  alle  derivate  contemplate  con- 
tenessero linearmente  le  derivate. 

34i-  Allorché  una  equazione  fra  tre  o più  variabili 
e le  derivate  loro,  non  uinmetta  per  primitiva  una  sola 
equazione  fra  le  variabili  stesse,  cioè  essa  non  soddisfac- 
cia i criteri  di  integrabilità,  si  chiama  sua  primitiva  la 
sussistenza  simultanea  od  il  complesso  di  due  o più 
ei/uiizioni,  quando  si  possa  essa  desumere  dalle  derivate 
totali  esatte  di  queste,  combinate,  se  occorre,  con  esse 
medesime. 

Per  trovare  queste  primitive  si  assumano  arbitra- 
riamente equazioni  fra  le  variabili  e talvolta  anco 
tra  le  loro  derivate',  si  trovino  le  primitive  di  queste 
equazioni  combinate  colla  proposta  (5  333);  e queste 
sono  le  richieste. 

Per  le  equazioni  alle  derivate  lineari  comunemente 
si  procede  alla  ricerca  di  tali  loro  primitive  con  un  me- 
todo particolare,  che  io  farò  qui  conoscere,  trovando 
quelle  delle  due  equazioni 

d—  A — By'—O,  z'—A—By'—Cu'—  o. 

Comincio  dalla  prima.  Sia  p quella  funzione  delle 
x,y,  z,  che  rende  il  prodotto  (s' — A)p  una  derivata 
esatta,  supposto y costante;  ed  F(x,y,z)  rappresenti  la 
primitiva  di  questo  prodotto,  cioè  sia  — pA, 

F'{z)=p. 

Si  assuma  la  equazione  F(x,y,z)~<p(y),  ove  la 
$(y)  esprime  una  funzione  arbitraria  della  y : evidente- 
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mente,  questa  è la  primitiva  completa  della  s' — A~o , 
alla  quale  si  riduce  la  z' — A — By'~ o,  ammesso  la 
y costante. 

La  equazione  derivata  totale  della  F(x,y,z)zztp(y), 
die  è 

F'(x)  FW  -t-  F'(z)z' =0  W>  dii 

z'  = A+^(f(y)-F'ly))y': 

si  sostituisca  questo  valore  della  s1  nella  proposta,  ed 
a v rossi 

(<f(y)—F'(y)—uB)yz=o,cioè  — f(y)+F’(y)+uB=o. 

La  sussistenza  simultanea  delle  due  equazioni 
o=F(x,y,z)—g!(y), 
o =F'(y)  -+-«/?  — <p’(y), 

le  quali  insieme  soddisfanno  evidentemente  la  proposta, 
si  chiama  primitiva  della  proposta  medesima. 

Se  in  vece  di  supporre  al  prindpio  costante  la  y, 
come  si  è fatto,  avessi  supposta  costante  la  z , con  ana- 
loghi ragionamenti  avrei  trovato  la  primitiva  espressa 
con  due  equazioni  analoghe  alle  esposte. 

Per  avere  la  primitiva  dell’  altra  equazione  cioè 
della  z' — A — By' — Cu'— o,  si  considerino  le  y,u  co- 
stanti; e si  avrà  la  z' — A —o:  sia  u(x,y,u,s ) quella 
funzione  delle  x,y,u,z,  che  rende  derivata  esatta  il 
prodotto  (z' — A) il,  nella  ipotesi  delle y,  u costanti,  ed 
F(x,y,u,z)  sia  la  primitiva  di  tal  prodotto;  cioè  ab- 
biasi F'(x)  — — A (i,  ed  F'(z)—ii. 

Assumasi  per  una  equazione  fra  le  componenti  la 
primitiva  della  proposta  la 

F(x,y,  u,  z)~rp(y,u): 
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la  ip(y>  u),  costante  rispetto  alle  due  variabili  x,  z con- 
template nella  primitiva  della  — A — o,  esprìme 

una  funzione  arbitraria  delle y,u. 

Si  formi  di  questa  primitiva  la  derivata  totale 
esatta , e si  avrà 

F'(x)+F'(y)/+F\u)u>+F'\z)z'=y(j)S+V(u)u', 

ossia 

t!-a- f- 1 ( nr)  - VLr)y-+-z  (*»-  m)  *=v»  : 

r s 

si  sostituisca  il  valore  della  z'  cavato  da  questa  equa- 
zione nella  proposta,  ed  avrassi 

(*-  £ (^H'W))/+(  C-h  I (F'^-^u)))  °- 

Assumasi  per  seconda  equazione  costituente  la  primitiva 
rìcbiesta  la 


(tn+F'(y)—  p/(y)=.o,  eia  terza  sarà  C(t+F'(u ) — ip'(u)z zzo. 

Vale  a dire,  la  primitiva  richiesta  sarà  rappresentata 
dalla  sussistenza  simultanea  delle  tre  equazioni  seguenti 

F(x,y,  u,z)—<Jj{y,u)  — o, 

F'(y)-+-iiB  — i//[y)=o, 
r(K)  + jiC-#(«)= o 

ove  la  rp  esprime,  come  già  si  è detto,  una  funzione  qua- 
lunque delie  y,  u. 

In  vece  di  supporre  al  principio  costanti  le  y,  u,  si 
potevano  supporre  costanti  una  di  queste  ed  una  delle 
altre  o queste  due,  e con  un  processo  analogo  abusato, 
si  sarebbe  ottenuta  la  primitiva  richiesta  espressa  con 
tre  equazioni  analoghe  alle  trovate  medesime. 


I 22 


LEZI  0751 


Egli  è sì  facile  lo  estendere  questo  metodo  alle 
equazioni  tra  cinque  o più  variabili , cbe  io  reputo  inu- 
tile F estendermi  maggiormente  su  di  esso. 

5^3.  Dal  metodo  qui  esposto,  per  trovare  la  primitiva 
di  una  equazione  lineare  tra  un  numero  qualunque  di 
variabili  e le  derivate  loro,  risulta,  che  tale  primitiva  è 
rappresentata  con  tante  equazioni , quante  sono  le  va- 
riabili meno  una.  E però  ora  dimostrata,  che  la  primi- 
tiva di  siffatte  equazioni  tra  un  numero  pari  di  varia- 
bili, si  può  ridurre  ad  essere  il  complesso  di  tante  equa- 
zióni , quanto  è una  metà  del  numero  delle  variabili 
stesse;  e quando  il  numero  delle  variabili  sia  dispari , 
si  può  ridurre  la  primitiva  ad  essere  costituita  con 
tante  equazioni,  quanto  è la  metà  del  numero  delle  va- 
riabili già  aumentato  della  unità. 

Il  primo  else  avvertì  questa  proprietà , almeno  in 
parte,  fu  il  cav.  Pietro  Paoli  ; qui  però  mostreremo  la 
verità  di  questa  dichiarazione , seguendo  il  metodo  im- 
maginato dal  sig.  FfaiT;  c ci  limiteremo  alle  sole  equa- 
zioni tra  quattro,  o cinque  variabili;  e eominceremo 
colla  z7 — A — By' — Cu'—  o,  che  è tra  le  quattro 
variabili  x,y,  u,  z. 

Nella  equazione  a contemplarsi , si  riportino  le  de- 
rivate ad  una  nuova  variabile  t,  ed  essa  ridurrassi  alla 
z7—  A a7  — B y>—  C u'—  o. 

Si  considerino  le  y,  u,  z funzioni  della  x e di  al- 
tre tre  variabili  a,  b,  c funzioni  anch’esse  della  /;  e 
suppongasi 

y'  — px']- 1-  aa'-t-  {ìb’ -+-  y r7 , 
ti'  zz  q x'  -+-  a,  a'-+-  fi,  b'- 1-  y,  r7 , 
z'  — r x'  -+-  a,  V -t-  jS,  b'  -+-  yt  c' , 
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dove  le  derivate  indicate  sono  tutte  rispetto  alla  t,  e le 
p,  q,r  \ a,  a,,  j0,  0, , y,  yt,  yt  esprimono  le 

derivate  parziali  delle  y,  u,  z prese  ordinatamente  ri- 
spetto alle  x,  a,  b,  c. 

I valori,  qui  supposti , delle  y* , u'  z'  sostituisoansi 
nella  equazione  proposta  ; e si  avrà  la 


(r — A — Bp  — Cq)x'  - 1-  (aa  — Ba  — Ca ,)  a' 

(0,  — B — <70, ) b'  (y,  — B y — Cy,)  d — o. 


Si  disponga  delle  p,  q,  r talmente  da  annullare  il  coef- 
ficiente della  xf,  cioè  le  p,  q,  r abbiano  la  proprietà 
r — A — Bp — Cq  — o ; 


e la  equazione  trovata  si  ridurrà  alla 
(«,— Bar—  Ca,)a,+  (^1—  Bfi—  C?t)b'+{y,— By—  Cyljc,=o 


ossia 


a^  — Ba—Ca" 


y.—  By—Cy,  c,_ 
a% — Ba. — Ca, 


o. 


Vediamo  ora,  se  è possibile,  determinare  altre  due 
proprietà  delle  medesime  p,  q,  r,  in  modo  da  rendere  i 
coefficienti  delle  b’,  e7,  in  quest'  ultima  equazione, 
indipendenti  dalla  x,  cioè  da  annullare  le  derivate 


N P 

prese  rispetto  alla  x delle  due  frazioni  —,  ove  è 


supposto  per  semplicità 


at-B*-Cat=D,  p,-B0—CP,=N,  y,—By—Cyt=P. 


Essendo  la  derivata  delia  ^eguale  a ^ 


N 

affinché  — sia  costante  rispetto  alla  x , basterà  ebe  sia 


DiY'(.r) — MD'(x)  — o ovvero 

Ar'(.r)  _ V[x) 
JV  — 1)  - 


v 

t 


1 
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Cosi , per  la  — dovrà  essere 


D’(x)  _ P'(x) 
D ~ P 


; vale  a 


dire,  la  equazione  ultima  trovata  tra  le  al , b' , d non 
conterrà  la  x,  se  saranno  identiche  le 

nix)  _ A"(x)  D'(x)  _ P'(x) 

D jV  ’ D ~ B ' 
Determiniamo  le  derivate  D'(x),  N'(x),  P'(x)  con- 
venientemente, le  quali  sono  totali  ; e cominciamo  da 
quella  della  D ossia  di  a, — Bcà  — Ca, . 

Prima  di  tutto  si  osservi , che  le  derivate 

^ sono  identiche  alle  d(a),  p'(a),  q'(a);  in 

secondo  luogo,  che  B,  C sono  funzioni  delle  x,  y,  «,  z 
e le^,  u,  z delle  x,  a,  b,  c.  Ciò  premesso,  passiamo  a 
trovare  la  D'(x)  : sarà 


(da\  Ida, 

di)' 


I)'(x)'^A'(a)  + pE  '[a)  + q C'(a) -aB'(x)  - a,  C'(x) , 
per  essere  A~r — Bp — Cq , c però 

A'(a)-*-pB'(a)+qC'(a)-r'(<,)—Bp’(a)—Cq'(a). 

Ma  si  ha  A'(a)=zA'(y)y,(a}-4-A'(u)u'(a)-i-A'(z)z'(a)  ossia 
A'(a)=zA'(y)a-4-A'(u)a,-ì-A'(z)a1,  cosi 
B'{a)=zB'(y)a-¥-B'(ti)al-t-B'(z)a1 , e 
C'(n)=C'ly)aH-C'(u)al-+-C'(z)a,  ; 
e le  derivate  totali  B'(x ),  C'(x)  sono  eguali,  la  prima  a 
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B'(x)  -+- pB'(y)  -*-qB'(u)-¥-  rB'(z) , e la  seconda  a 
C'(x)  -*-pC'(y)  -+-q C'(«)  -t-  rC'(z)  ; 
adunque  sarà  D'(x)  derivata  totale  eguale  ad 
(A'(y) — B!(x)  -+-  ( C'{y)  — B'(u ))  q — rB'(z))  a 
\a'(  u) — C'(x)  (*'(«)-  C'(y))p  - rC'(z))«,-4- 
(//'(*)  -*-pB'(z)-+-qC'(z))at,  cioè 
Z)'(.r)  — A/a-+- !£«,-•-/.«, , posto 
^/'Cr)  — B'(x)-t-(  C'(.y)— ff(>‘))q— rB'(z)=M, 

A'{u)—C'(x)-*-(B'(u)-C,(u))p—rC,(z)=K) 

A'(z)  -+-  /jjB'(z)  -+-qC'(z)  — L. 

Con  operazioni  affatto  analoghe  a quelle  qui  eseguite 
per  ottenere  la  Z)'(.r)  si  trova 

' W(x)=.M&-*-Wi-*-lP*’  e P'{x)z=My-+-  Kyl-+-Lyl. 

I valori  trovati  per  le  derivate  D'(.r),  W'(x),  P'(x), 
riducono  le  equazioni 

mx)  _ n'(x)  _ nx) 

~~D~  — A “ P 

Ma-t-Kctl-*-L&t  MP-*-KP , 

a, — Jia — C«,  — P0 — CPi  * 

Ma-*-Kat-*~La%  _ A/ y-t-ACy, 
aa  — Pa — fa,  — yx—By  — Cyx 


ossia  alle  seguenti 

M K 


•z'-rA 


a,  — Ba — Coi,  “ p%—Bp—Cpx  ’ 


a/  a:  a/  k 

at~t~~£a~*~ 2^a«  L ^ L 

a,  — Pa — Ca,  ya — Py — Cf,  * 


4 
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le  quali  evidentemente  saranno  identiche,  purché  le 
p , q , r abbiano  le  proprietà  di  soddisfare  le  due  equa- 
1/  K 

zioni  y—  — B , — = — C,  ossia  le 

L L 


M -*-BL  — o , K+CL  — o. 

Queste  ultime  equazioni  rendono 

^ = L,ip  = L,£p=l,d*  danno 

fhlx  ftdx  jLdx 

Tkzz<p(a,b,c)e  , N=tf/(a,b,c)e  , P=i(a,b,c)-e 


ove  la  e esprime  al  solito  la  base  dei  logaritmi  Neperia- 
ni, e le  tp,  tp,  l sono  funzioni  delle  sole  a,  b,  c:  i quali 

N P 

valori  sostituiti  nella  equazione  a'-+-  — —A  — o,. 

la  riducono  evidentemente  alla  seguente 

Éfo.M  v ^ _ o. 

6,  c)  #(«,  A,  c) 

Condudesi  per  tanto,  che,  se  le  p,  q,  r si  determi- 
neranno colle  tre  equazioni 

r — A — Bq  — Cr= o,  M -+-B L—O , K-*-CLzx o 
ossia  colle 

o — r — A — Bq  — Cr, 
o — B^A'(z)-t-  pB'(z)-+-qC'(z)')-t- 

A'W  - B'(X)  -Kq(C'tr)  - *'(«))  - rB'(z), 
Q — C{A,(z)-*-pB'(z)-\-qC'(z)')  -+- 

^'(u)—  C'(x)^p{B'(u)  - C'H)  - rC'(z), 
i valori  delle  y,  u,  z,  dati  dalle 
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y’—px/-+-a-a'-+-pl>'-¥-yc’t 
u!  — qx'  -t-ajfl'-t-/?,  b'-*-ytd, 
z'~rx/  -t-aX  -+-  0,  -+-  j'.c' 


trasformeranno  la  proposta  equazione  nella 
a'  -+- \b'  -z^  — °- 

<P  $ 

1 valori  delle  p,  q , r determinati  collo  sciogliere  le 
equazioni  dianzi  esposte,  siano  P(x,y,u,z),  Q(x,y,u,  z), 
R(x,y,  u,  z):  trovinsi  le  primitive  complete  delle  tre 
equazioni  alle  derivate  ordinarie  ($  33a) 

(g)_p(X)r,  z)  = o, 

(ix)-^’*'  Z)  = °' 

(È)-7^’  u'2)  = oì 

e risultino  le 

y —F(x,  a,  i,  c ),  u —f(x,  a,  b,  c),  z~  A(-r,  a,  b,  c), 

ove  le  a,  b,  c esprimono  le  arbitrarie. 

Si  scelgano  queste  arbitrarie  per  le  tre  nuove  va- 
riabili sopra  denominate  a,  b,  c;  e si  tengano  1 e y,  u,  z 
eguali  alle  funzioni 

F(x,  a,  b,  c),  f[x,  a,  b,  <),  S(x.  a,  b,  c). 

Questi  valori  delle/,  u,  z ridurranno  la  proposta 
equazione  alla 

y yj-L^y-Sh  e = o 

a, — Ba  — Cat  a,  — tìa — Ca, 

nella  quale  le  a,  a, , a, , <3, , , esprimono  le 

derivate 

F'(a),  F'(b),  F'(c),  /'(a),  /'(/')- 


irzioN’i 
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per  cui  essa  ridurrassi  alla  forma  seguente 

a!  -4-  K(a,  b,  c)  b'-+-  H(a,  b,c)-c'=.  o . 

ove  le  K(a,  b,  c ),  H(a,  b,  r)  esprimono  due  funzioni 
date  delle  sole  a,  b,  c.  Si  trovi  di  questa  equazione  la 
primitiva , la  quale  ( 5 ) sarà  rappresentata  colle 

due  equazioni 

M(a,  h,  c)  — q>{r)  — o , uH-i-  ) — M'(c)  — o 

ove  u esprime  la  funzione  delle  a,  b,  c,  elle  rende  deri- 
vata esatta  a’ -t- Kb'  nella  ipotesi  della  c costante  e la 
M dà  — ;!/'(/»)  = — u K ; e <p  è una  funzione 

arbitraria  della  c.  Dimodoché  la  proposta  equazione 
sarà  soddisfatta  dalle 

y — F(x,  a,  b,  c),  u~f(x,  a,  b,  c),  z ~ A(x,  a,  b,  c) 

purché  le  a,  b,  c abbiano  le  relazioni  espresse  dalle  due 
dianzi  esposte.Quindi  essa  sarà  soddisfatta  dalle  due  equa- 
zioni, che  si  avranno,  sostituendo  in  queste  cioè  nelle 
M(a,  b,  c)  — fp(c)  — o,  u 11 -+-$J'(c) — M'(r)~ o 
in  luogo  delle  a,  b,  c i loro  valori  cavati  dalle  tre 
y — F(x,  a,  b,  c ),  u—f(x,  a,  b,  c ),  z — \(x,  a,  b,  c): 

e ciò  avrà  luogo , qualunque  sia  <p,  rimasta  arbitraria 
funzione  della  c o del  suo  valore. 

344-  Con  un  metodo  analogo  a quello  usato  qui  so- 
pra per  ridurre  la  difficoltà  di  avere  la  primitiva  di  una 
equazioue  fra  quattro  variabili  a quella  di  una  fra  tre 
variabili  sole , si  può  ridurre  la  ricerca  della  primitiva 
di  una  equazione  fra  un  numero  pari  qualunque  dì  va- 
riabili a quella  di  una  equazione , che  ne  contenga  una 
di  meno:  esso  però  usato  per  una  equazione  fra  un  nu- 
mero dispari  di  variabili,  insegna,  che  non  si  può  con- 
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seguire  l’analoga  trasformazione,  se  non  sono  soddisfatte 
certe  condizioni  emergenti  da  esso.  Ecco  però  un  cenno 
di  un  metodo , col  quale  si  può  conseguire  per  queste 
equazioni  una  primitiva  completa  rappresentata  con 
tante  equazioni , quanto  è una  metà  del  numero  delle 
variabili  aumentato  di  una. 

Si  abbia  la 

z' — A — B y' — Cu! — Ds’—o, 

thè  è fra  le  cinque  variabili  x,y,u, -r,z. 

Trovisi,  col  medesimo  metodo  dianzi  esposto,  la 
primitiva  della 

z! — A — By — C u'~  o , 

la  quale  è la  proposta,  ommcssonc  l’ ultimo  termine  os- 
sia nella  ipotesi  della  .t  costante;  ed  essa  sia  rappresen- 
tata colle  due  equazioni 

F(x, y,  u,  s,  z)  — gf  (A  (x,y,  u,  t,  z),  j), 

F'fay,  u,s,  — A): 

la  <p  contiene  la  A valore  della  c usata  superiormente , 
ed  anco  contiene  la  s a parte  cioè  fuori  della  A medesima. 

Si  tengano  queste  due  equazioni,  come  due  delle 
rappresentanti  la  primitiva  richiesta  ; e facciasi  la  deri- 
vata totale  della  prima , e si  avrà 

F'(x)  -s-  F'(y)/-*~  F'(u)  u>  -4-  F'(s)  s1  -+-  F'(z)z' 

A'(x)  + A '(y)y'+  A '(u)u' + A '(s)s' + A'(z)z')  +<p'(s)s', 
ovvero  ordinando  e sostituendo  per  <p’( A)  il  suo  valore 
F'(x,  y,  u,  s,  z)  o semplicemente  F1  dato  dalla  secon- 
da , sarà 

F'(x)-F'\'(x)+(F’{y)-F'\'ly))/+(F\u)-F'Wu))ul+ 

+ (F'(i) — F‘  A'(.f)  — gl'(sì)  s1  + (F'(z) — F’  A'(s))  ='=o. 
Tom.  II.  q 
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Eguagliando  il  valore  della  s'  cavato  da  questa 
equazione  a quello  cavato  dalla  proposta,  ed  osservando 
che  le  funzioni 

(F'(x)  - r A'(x)):(F’(z)  - F<  A'(z)) , 

(F'(j)-F'AV)):(H=)-  , 

(F'(u)  - F'  A'(u)):  ( F'(s)  - F>  A'(z)) 
sono  identiche  rispettivamente  alle  A,  B,  C,  si  ha 
0 = (F'(s)  — F1  A'(i)  — #'(  i))  : ( F'(z)  — F'-A'(z)) 

e per  tanto  la  sussistenza  simultanea  delle  tre  equazioni 
seguenti 

F (x,  y,  u,  .r,z)  = (p(l  (x,  y,  u,  s,  z),  r) , 

F’(x,  y,  u,.T,z)  = rp’(\), 

DF’(z) — DF'A’(z)—F'(s) — F'A'(i)  —<p'(s) 

soddisfarà  la  proposta , ossia  ne  sarà  una  sua  primitiva. 

345.  Terminerò  questa  lezione,  trovando  una  primi- 
tiva della  equazione 

/s. /j  /» 

z ~ x -+-y 

col  metodo  insegnato  dal  Lagrangc,  pel  quale  occor- 
rono considerazioni , che  si  possono  usare  anco  per  tro- 
vare le  primitive  di  altre  equazioni  analoghe  a questa. 

Si  moltiplichino  i membri  dell’attuale  equazione 
data  pei  corrispondenti  della  1 ~ sen.’ u -+-  cos.’u  evi- 
dentissima ; e si  avrà,  qualunque  sia  u 

z^rz^sen.  u-+-x'cos.  {y'  cos.  u — .r'sen.  u)‘. 

Si  assuma  la  equazione y'  sen .11  -+-  x'  cos.a  — o , ed 
nvrassi  la  seguente 

*' — y1  cos.u-kt'  sen.«=o. 

Queste  ultime  due  equazioni  insieme  equivalgono  alla 
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proposta , qualunque  sia  la  quantità  indicata  dalla  u , 
sia  essa  costante  od  una  funzione  della  stessa  variabile 
principale. 

La  primitiva  della  y sen.u  -+-x'  cos.u— o è (5  34a) 
rappresentata  dalle  due  equazioni 

y seti,  u-*- a rcos.  it~$(u),  y cos.  u — xsen.  u 

qualunque  funzione  della  u sia  quella  indicata  colla  tp(u): 
così  la  primitiva  della  z' — y'cos.u-t-x'sen.urro , per  lo 
stesso  dianzi  citato  paragrafo  è rappresentata  dalle  due 

= -t-xsen.« — y cos.  u=zip(u),  x cos. u -*-y  scn.u —fi (u) 

qualunque  funzione  della  u sia  la  <p(n);  e però  la  sussi- 
stenza simultanea  di  queste  quattro  equazioni  trovate 
sarà  primitiva  della  proposta  , qualunque  siano  le  fun- 
zioni ip(n),  <p(u)- 

la»  prima  e la  quarta  di  queste  quattro  equazioni 
combinate  danno  le  \]i(ii)—qf(ii),  e però  questa  si  potrà 
usare  in  vece  di  una  delle  due  combinate;  la  useremo 
in  vece  della  prima;  anzi  prescinderemo  da  essa  affatto, 
sostituendo  nella  seconda  in  vece  di  t^(u)  il  suo  valore 
tp"(u);  e con  ciò  le  quattro  equazioni  equivarranno  alle 
tre  seguenti 

z —y  cos.  u — x sen.  u -+-  ip  («) , 
y sen.  u-*-x  cos.  u — <p'(u), 
y cos.  ti  — xsen.  u , 

le  quali  danno  per  primitiva  ì-icliicsta  il  complesso  delle 
tre  equazioni 

xir  ^(ujcos.  u — 0"(u)sen.  u, 
y = (f  (u)  sen.  u -+-  <p"(u)  cos.  u, 

(u). 
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Se  le  X,y  fossero  le  coordinate  rettangole  di  una 
curva,  la  * ( 5 182  ) sarebbe  o potrcbl/essere  il  suo  arco 
corrispondente;  e però  le  coordinate  rettangole  di  una 
curva  e l’arco  di  essa  saranno  esprimibili  con  unastessa 
indeterminata,  u,  nei  modi  espressi  dalle  tre  ultime 
espiazioni  es|>oste. 

Se  si  individuasse  la  funzione  'p(u) , e si  eliminasse 
la  u si  dalle  due  prime  equazioni  qui  esposte,  clic  da 
una  di  esse  combinate  colla  terza,  si  avrebbero  due 
equazioni , la  prima  delle  quali  sarebbe  quella  della 
curva,  e la  seconda  darebbe  l’ arco  di  essa  formato  con 
una  sua  ordinata.  E con  queste  medesime  tre  equazioni 
che  si  possono  trovare  le  curve  rettificabili  cioè  aventi 
l’arco  eguale  ad  una  funzione  finita  di  una  sua  ordinata. 

Cosi,  se  fosse  data  1’ «[unzione  tra  le  coordinate 
rettangole  di  una  curva , o una  «piazione  tra  le  coor- 
dinate e l’arco  coiTispondente,  e si  volesse  il  valore  cor- 
rispondente per  la  funzione  tp(ti),  converrebbe  porre 
nella  data  equazione  in  luogo  delle  coordinate  e del- 
l’arco i loro  valori  determinati  colle  medesime  tre 
esposte  equazioni,  e se  ne  avrebbe  una  tra  le 

“>0(u),  <?'(«)' 0"(“) 

fra  le  cui  primitive  vi  sarebbe  quella,  che  darebbe  il 
richiesto  valore  delia  (p(u).  Questa  è una  primitiva  fi- 
nita della  primitiva  singolare  del  primo  ortiine,  della 
risultante  in  u,  <p[u),  #'(«),  f"(u),  come  fece  osservare  il 
Poisson,e  come  può  persuadersi  chiunque,  mediante 
l’esposto  nei  §5  5a4,  5a5  , osservando  ebe  la  primitiva 
finita  darebbe  l’arco  della  curva  costante,  ciò  che  non 
può  essere. 
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PARTE  NONA 

PRIMITIVE  DELLE  EQUAZIONI  ALLE  DERIVATE  PARZIALI. 


LEZIONE  PRIMA 

Delle  primitive  delle  equazioni  fra  tre  variabili  e le 
derivate  prime  di  una  prese  rispetto  alle  altre  due. 


346.  L na  equazione  fra  tre  variabili  si  chiama  pri- 
mitiva di  una  equazione  fra  le  variabili  stesse  e le  deri- 
vate prime  parziali  di  una  prese  rispetto  alle  altre  due, 
quando  sia  questa  la  risultante  da  una  combinazione 
delle  derivate  prime  parziali  esatte  della  prima,  e della 
prima  stessa,  se  occorre;  o ciò  che  significa  lo  stesso, 
quando  il  valore  della  variabile,  considerata  funzione 
delle  altre  due,  cavato  dalla  prima,  e sostituito  insieme 
alle  sue  effettive  derivate  parziali  nell’altra,  riduca  que- 
sta ad  una  equazione  identica  ossia  per  $è  stessa  sod- 
disfatta. 

Una  qualunque  di  queste  equazioni  alle  derivate 
parziali  ha  una  primitiva,  nella  quale  vi  è una  funzione 
arbitraria  di  una  funzione  individuata  delle  variabili , 
ed  essa  si  chiama  primitiva  generale  j «1  ha  infinite 
primitive,  in  ciascuna  delle  quali  vi  sono  due  costanti 
arbitrarie,  non  esistenti  nella  medesima  equazione  alle 
derivate , «1  una  qualunque  di  queste  chiamasi  primi - 
tiva  completa.  Le  equazioni , che  si  hanno , o indivi- 
duando affatto  la  funzione  arbitraria  contenuta  nella 
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primitiva  generale,  ovvero  dando  valori  aritmetici  ad 
una  od  anco  ad  ambedue  le  costanti  esistenti  nelle  pri- 
mitive complete,  chiamatisi  primitive  particolari.  Vi 
sono  poi  alcune  equazioni  alle  derivate  parziali,  le 
«piali  hanno  anco  una  primitiva  allatto  individuata, 
che  si  chiama  primitiva  singolare. 

347.  Noi  avremo  di  mira  la  primitiva  generale,  e 
perchè  è dessa  generalmente  la  più  interessante,  ed  anco 
perchè  da  essa  si  può  desumere  ogni  altra  primitiva  ; e 
cominceremo  a trovare  quella  della 


p -+-  .17  q — Ar=o, 


ove  le  ì M,  A'  esprimono  funzioni  date  delle  sole  varia- 
bili , che  sono  x.y,  z ; e le  p,  q significano  le  derivate 

(2;)’ (sy) 

Si  considerino  le  x,y  funzioni  delle  a.,  3 variabili 
indipendenti  l’una  dall’altra.  Essendo  s funzione  delle 
x,y  e queste  entrambe  funzioni  delle  <*,  ,9,  sarò  (§69) 

z'—p  x,-\~qyJ , ossia  p—'J  ^ \ 


7 = 


. S X, 


*y,—yx, 

le  x/,y',  z'  esprimono  le  derivate  delle  x.y,  s prese  ri- 
spetto alla  a,  e le  x,  ,yt , zt  quelle  prese  rispetto  alla  ,7. 

Si  sostituiscano  nella  equazione  data  in  vece  del- 
le p,  q i loro  valori  qui  trovati  ; e si  avrà  la 


z'y—y,zr+-(x'zl  — z’x,)  1/—  [x>yl—y' x,)A=o  ossia 
(Ny’—Mz')  x,  -+-{5'— A x')yl  -+-(  1/  x'  — y')  z,  =0. 


Trovate  quelle  funzioni  delle  a,  (i,  che  sono  i valori 
delle  x,  y,  * soddisfacenti  «piest’ultima  equazione,  o più 
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generalmente  trovate  quelle  equazioni  tra  le  a,  x,y,  z, 
che  somministrerebbero  tali  valori  delle  x,y,  a,  elimi- 
nando da  esse  ledile  variabili  <*,/9,  arrossi  una  equa- 
zione tra  le  sole  x,y,  z,  la  quale  soddisfarà  la  proposta 
evidentemente. 

Si  disponga  delle  x,y,z  funzioni  delle  a,  3 tal- 
mente , che  annullino  il  coefficiente  di  una  delle  loro 
derivate  x^y^z,,  per  esempio  quello  della  z/,  e si 
avranno  le  due  equazioni 

y — ’lfx'—o , (Ny1 — Mz’ )x,-4-(s' — N od)y  ,~o, 

la  seconda  delle  quali,  col  sostituirvi  M od  in  vece  della 
y,  si  riduce  alla 

(z'—N  x')(yl—Ar  x, ) =z  o , 

la  quale  terremo  soddisfatta  colla  z' — Nodzzo;  per 
cui  si  avranno  le  due  equazioni 

y — \1  od—  o , z' — N od—  o. 

Vale  a dire,  affinchè  le  x,y,z  funzioni  delle  a,  li  sod- 
disfacciano la  equazione 

(Ny—  M a')  xt-¥-  (a'—  N od)yt  -+-  (M  x'—y')  :,  = o 

basta  che  esse  siano  quelle  aventi  le  proprietà  rappre- 
sentate colle  due  ultime  esposte  ovvero  colle  loro  pri- 
mitive complete  (§  53a),  che  rappresenteremo  colle 

P(x,y,z)  = a,  Q(x ,y,z)=b, 

ove  le  o,  b esprimono  due  costanti  arbitrarie  rispetto 
alla  a;  e siccome  queste  due  costanti  possono  essere 
funzioni  arbitrarie  della  /3,  cosi  in  generale  avransi 

P (x,y,  z)=a(p),  Q(x,y,  z)~b  1/9). 


t ' 
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In  queste  due  equazioni  la  a non  vi  è che  implici- 
tamente, e però  eliminando  la  fi  contenuta  nelle  a (fi), 
b(fi),  rimarranno  le  a-,  fi  entrambe  eliminate. 

Per  conseguire  questa  eliminazione , si  supponga 
desunta  la  fi  dalla  prima , e si  avrà  essa  eguale  ad  una 
funzione  arbitraria  della  P(x, y,z);  suppongasi  questo 
suo  valore  posto  nella  seconda,  e si  otterrà  Q(x,y,z) 
eguale  ad  una  funzione  arbitraria  della  P(x,y,z).  Chia- 
mata questa  funzione  arbitraria  <p(P),  sarà 

Q(x,y, z)  = <p(P(x,y,  z)); 

equazione  soddisfacente  la  data  — N~o,  e sua 

primitiva  generale  manifestamente. 

Non  voglio  ommettcre,  pel  principiante,  di  far  ve- 
dere, come  si  possa  dalla  equazione  Q—<p(P)  desumere 
la  p M q — N—O. 

Primieramente  osservisi,  che  le  due  equazioni  P — a, 
Qzzzb  primitive  delle y — Af~o,  z' — iY  — o danno 
per  loro  derivate  esatte  le 

P'(x)+  P'(y)y+  P'(z) z'=o,  <p'(x)+  Q'(y)y'+  Q'(z)z'z o, 
jwr  cui  si  hanno  le  due 

P'(x)  + P'(y)  M + P'(z)  Nz  o,  Q'(x)  + Q'(y)  M + Q'(z)  Nz  o 

per  essere  y—  M,  e z'~  N. 

Queste  ultime  due  equazioni  trovate  ossia  le  due 
ad  esse  equivalenti 

B — A Mzzo,  <7-4-  A Nzzo,  dove 
A = P'(j)Q>(z)-P>(z)  Vi ri, 

B=P'(z)  Q'(x)-P'(x)Q'(z), 
C-P'(x)Q'(j)-P'y)Q’(x) 
saranno  idcnticlie,  perche  non  contengono  le  a,  h. 
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La  equazione  Q-=.!p(P)  ha  per  sue  derivate  prime 
parziali  evidentemente  le 

Q'(x)  -+-  Q'(z)  p = ql'(P)  ( P'(x)  -+-  P'(z)/>), 

Q'(y)-+-  Q'(z)  q=m(  P'  lr)-+-  P'W  7) . 

dalle  quali  eliminando  la  <p'(P)  risulta  la  seguente 

A p-+-Bq  -4-C—o. 

Ma  dianzi  abbiamo  veduto,  cbe  B,  C sono  funzioni  iden- 
tiche alle  AM,-AN-,  adunque  l’equazione  Ap+Bq+Cza 
equivarrà  alla  seguente  A (p  M p — N)  zz  o , che  dà 

appunto  la  proposta  p -+~  .1/  q — N zzo. 

Per  trovare  la  primitiva  generale  della  equazione 

(£)-"(£)-"=• 
si  costituiranno  adunque  le  due  equazioni  alle  derivate 
ordinarie 

y1 — M zzo,  z' — N—o 

od  altre  due  a queste  equivalenti;  troveransi  le  loro 
primitive  complete,  e da  queste  si  caveranno  i valori 
delle  due  costanti  arbitrarie,  si  eguaglierà  l’uno  di  que- 
sti valori  ad  una  funzione  arbitraria  dell’altro,  e nella 
equazione  rappresentante  questa  proprietà,  avrassi  la 
richiesta  primitiva  generale. 

548.  Se  le  .V,  N fossero  costanti , le  primitive  com- 
plete anzidette  sarebbero  evidentemente  y — M x zza, 
z — Nxzzb-,  e però  la  primitiva  generale  della 

(£M£)-"=» 

sarà  z — Nxzz<p(y — Mx),  ovvero  y — Mxzztyz — Nx), 
ove  le  <p,  <jj  significano  funzioni  arbitrarie. 
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Vogliosi  la  primitiva  generale  della  equazione 

’'-x(X)~y  ($)  “ V{x'-+-r'+  z,)=°- 


Questa  equazione,  ridotta  alla  forma  della  propo- 
sta, dà  M , ed  N — — |/(x"  z*);  e però 

le  due  equazioni  alle  derivate  ordinarie  saranno 
y'-y-a/=a,  z — 

La  prima  dà  y~nx\  valore  che  riduce  La  seconda 
alla  xz' — z-*-^/((i-t-n1).r1-E-z  o,  ove  la  derivata 
z'  si  intende  presa  rispetto  alla  x : quest’ ultima  visibil- 
mente omogenea  somministra  (5  280) 

h— Z = ]/([i  -*-a')x‘-*-z‘y 

Sciogliendo  per  rispetto  alle  a,  b le  due  primitive 
complete,  qui  trovate,  si  ha 

a — ■£,  e b — z-+-\/(x'-*-y‘-*~z‘), 
e conseguentemente  la  primitiva  generale  richiesta  sarò 
z -e-  [/{x'-^-y'-k-  z')~(p  > ovvero 

^ (z-+-  l/~x  -4- y -+•  z 

34q.  Passiamo  a trovare  la  primitiva  generale  della 
equazione 

J'(x,  y,  z,p,q)=zo, 


ove  la  J"(x,y,z,p,q)  significa  una  data  funzione,  ma 
qualunque,  delle  tre  variabili  x,y,  z,  e delle  p,q  deri- 
vate prime  parziali  della  z. 

Questa  equazione  Ira  per  derivata  prima  parziale 
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rispetto  alla  x la 

/'(*)  -+-  pf'{z)  -+-/'(/>)  Ax)  -+-/'(7)  7/(-r)  = ° . 
la  quale,  peressere  q'(x)—pf(y),  si  riduce  alla  seguente 

supposto /'(</)  :f(p)=zM,  — ( f'(x)-*-pf'(z))  :f(r)=y  ■ 

Se  nelle  ,1/,  /V  si  porrà  in  vece  della  </  il  suo  valore 
cavato  dalla  equazione  data,  la 


conterrà  le  sole  x,y,  z, p oltre  le  due  visibili  derivate 
della  p. 

Per  trovare  la  p,  die  soddisfa  quest’ ultima  equa- 
zione, si  considerino,  come  al  § 347 , le  x,y  funzioni 
di  due  nuove  variabili  a,  fi;  e si  troverà,  che  le  x,  y,  p 
debbono  essere  tali  funzioni,  da  soddisfare  le  due 
equazioni 

y' — Mx'  — o,  //  — Nx> ~ o. 

In  queste  equazioni,  oltre  le  x,y,p,  vi  è anco  la  s, 
la  quale  ha  colle  altre  la  proprietà  z’ — px1 — qy'—  ° > 
qualunque  sia  la  variabile,  rispetto  alla  quale  siano 
prese  le  derivate  indicate  in  essa;  e però,  limitando 
queste  derivnte  ad  essere  pi-ese  rispetto  alla  «,  avransi 
le  tre  equazioni 

y — Mx!—  o,  p' — !\’j!~  o,  z' — px' — qy—o. 

Si  trovino  la  primitive  complete  di  queste  tre 
equazioni  , e siano 

az=P(x,  y , z,  p),  l>—Q(x,  y,  z,  p),  c=R(x,y,  z,  p)  : 
ove  le  a , b,  c costanti  rispetto  alla  a saranno  altret- 
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tante  funzioni  della  [t.  Queste  funzioni  della  0 non 
sono  affatto  arbitrarie,  giacché,  dovendo  la  equazione 
s' — px'—ny—  o sussistere  qualunque  sia  la  variabile, 
rispetto  alla  quale  sono  prese  le  derivate  z',  od,  y,  se 
questa  è la  /9,  si  ba  la  equazione 

la  quale  dovrà  soddisfarsi. 

Cavati  i valori  di  tie  delle  x,y,  z,  p dalle  dianzi 
esposte  tre  primitive  complete , per  esempio  delle 
x,  y,  z,  ahbiansi 

X—%{p,  a,  b,  c),  y—x[p,  a,  b,  c ) , z-=zu(p,  a,  b,  e); 

sostituiscami  essi  nella  equazione  ancora  a soddisfarsi , 
ed  avrassi 

r,rf(p)  P'(a)a,  ■+■  fi'(b)  b,  -t-  y(c)c, 

— P (ViP)  Pi  -+-  V(a)  a , -+-  X'(b)  b,  -+-  V(c)  c,) 

— <7  (*'(p)Pi  ■+■  sr'(ò)ò,-t- jt'(<)c,)  = o 

ossia 

[u'(a)— pX\a)~q  7t'(a))a  ,-+■{!/ (b)—pl'(b)—qct'(b))bl 

+{p\c)—pV(c)—qsr'(c))c—  o 
essendo  p'(p)  — p^'ip) — q^'ip)  zero. 

La  equazione  ultima , qui  trovata , non  deve  con- 
tenere la  p,  e però,  od  essa  non  la  conterrà  effettiva- 
mente, ovvero  sarà  divisibile  per  un  fattore  contenente 
la  p stessa,  tolto  il  quale,  si  ridurrà  a contenere  le 
sole  a,  b,  c e le  loro  derivate  visibili:  questa  proprietà 
emerge  dall’essere  le  a,  b,  c costanti  rispetto  alla  a , la 
quale  vi  sarebbe  nella  equazione,  se  in  essa  vi  rima- 
nesse la  p,  che  ne  è funzione. 
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Rappresentiamo  la  equazione  ottenuta  tra  le  at , 
bj,  ct , spogliata  del  fattore  contenente  la  p,  colla  se- 
guente Aa, -+-  Bbt-+- Cct  — o. 


La  equazione  ^ ° 631  “ 


soddisfatta  dalle 


az=.P(x,y,  z,  p),  b — Q{x,y,  z,  p),  c~R(x,y , z,  p); 

purché  le  a , b , c abbiano  la  relazione  espressa  dalla 
Aal-+-Bbl-*~Ccl'xza,  dianzi  trovata. 

Essendo  le  a,  b,  c funzioni  della  stessa  fi , due  sa- 
ranno funzioni  della  terza  : suppongami  b,  c funzioni 
della  a,  cioè  sia  b~(p(a),  e c~rp(n)-,  e saranno 

Q[x, y,  z,p)=.rp( P(x,y,  z,p )),  R(x,y,  z,p)=zy(  P(x,y,  z,p )) 

le  equazioni,  che  avransi , eliminando  le  a,  $ dalle  tre 
a~P,  b—Q,  c—R ; dove  bisogna  riflettere,  che  le 
funzioni  <p(P),  y(P)  non  sono  affatto  indipendenti  l’una 
dall’altra,  giacché  debbono  soddisfare  la  equazione 

a(p,  $(P),  (p>  m>  m)m 

-+■  c(p , gi(P),  ^(P))  mP)  = o; 

dimodoché  la  primitiva  generale  della  proposta  sarà 
rappresentata  dalla  sussistenza  simultanea  delle  tre 
equazioni  seguenti 

Q=Z<P(P),  R=t(Pì,  A-*-BflP)+CWP)=z O, 

ove  la  p è quantità  da  eliminarsi. 

A questa  primitiva  si  può  dare  una  forma  più 
conveniente.  Chiamisi  M quella  funzione  delle  a,  b,  c, 
che  rende  i prodotti  MA,  MB  le  derivate  parziali , la 
prima  rispetto  alla  a e la  seconda  rispetto  alla  b , di 
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una  stessa  funzione,  e questa  funzione  sia  F(a,  b,  c)  ; e 
le  due  equazioni 

F(a,  l>,  c)-+~l(c)  = o,  F'(c)-+-t'(c)  — mC=o  ($  54?) 

equivarranno  alla  A a/-t~Bbl-h-  Cct~o,  ove  la  £(r) 
esprime  una  funzione  arbitraria  della  c.  Quindi  , 
se  nelle 

F[a,  b,  r)-t- £(<?)  = o,  F'(c)  — mC+l'|f)=o 

si  porranno  P,  Q,  R in  vece  delle  a,  b,  c,  avransi  due 
equazioni,  le  quali  rappresenteranno  la  primitiva  ge- 
nerale richiesta;  purcliè  si  intendala  p,  contenuta  in 
esse,  quantità  da  eliminarsi. 

Riunendo  tutto  ciò,  che  si  è qui  esposto,  risulta  la 
i-egola  seguente  per  trovare  la  primitiva  generale  della 
equazione  f[x,y,  z,  p,  q)  = o. 

Trovimi  le  primitive  complete  delle  tre  equazioni 
derivate  ordinarie 

y — Mx'=.o,  p'  — Nx'zzo,  z' — px'  — qy  — o 

combinate  colla  stessa  data,  onde  eliminare  la  q , ossia 
si  trovino  le  primitive  complete  di  queste  medesime 
quattro  equazioni  ; si  cavino  da  esse  i valori  di  quattro 
delle  x,y,  s,  p,  q,  e risulteranno  formati  colla  quarta 
e le  tre  a,  b,  c arbitrarie  : si  pongano  questi  valori 
nella  equazione 

*/  — Px>  — 97/  = °. 

cd  avrassi  una  equazione  riducibile  alla  forma 
Aal-\-Bbl  -+-  Cct  — o,  la  quale  conterrà  le  sole  a,  b,  c, 
oltre  le  loro  visibili  derivate;  trovisi  di  quest’ ultima 
equazione  la  primitiva,  mediante  l'esposto  nel  § 55 1 , 
ed  in  questa , che  consisterà  in  due  equazioni , si  pon- 
gano in  luogo  delle  a,  b,  c i rispettivi  valori  cavati 
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dalle  anzidctte  primitive  complete  e formati  colle  sole 
x,  y,  z e la  p ovvero  la  q;  e si  avranno  due  equazioni 
la  cui  contemporanea  sussistenza , ove  la  q ovvero  la  p 
rimasta  si  intenda  quantità  da  eliminarsi , rappresen- 
terà la  primitiva  generale  richiesta. 

35o.  Esempio.  Abbiasi  f—z — pq—n:  sarà  f'(x)— o, 

/'(*)=!>  f'(p)——  q>  P>  e però  /»/=£, 

ed  N~p-,  e conseguentemente  le  tre  equazioni  alle 
derivate  ordinarie  saranno 

qy'—px'=o,qp'—px'=ZO,  z'—px' — qy>=0. 

La  equazione  proposta  dà  q ~ — , l>er  cui  le  tre 

equazioni,  qui  trovate,  equivarranno  alle  seguenti 

zy' — p*x'~o  , sp' — p* x'~o , pz' — p‘xr — zy'—o. 

I^a  prima  e la  seconda  combinate  danno  y1  —p1 
ossia y—p-{-a.  Pongasi  nella  terza  p'  in  vece  dellaj^, 
e zp'  in  luogo  di  p'x1  cavato  dalla  seconda;  ed  avra<si 

pz' — izp' ~ o,  ovvero  3 z=.bp‘. 

Questo  valore  della  z riduce  la  seconda  alln  bp' — x'~o, 
la  quale  somministra  x—bp-t-c.  Le  a,  b,  c espri- 
mono evidentemente  le  arbitrarie. 

Sostituendo  nella  equazione 

in  luogo  delle  zt , xn  y,  rispettivamente  i loro  valori 
cavati  dalle  equazioni 

z~bp‘,  x—bp-+-c,  y ~ p a , i quali  sono 

3 Pbp'f-t-p'b,,  pbt-*-bpt-*-ct,  pr \-nn  si  ha  la 

ibPP,-+-p,t>l—plpl>l-*-bpl-+-ct)  — bp(pl-*-al)  — o 
ossia  p (b  a,  -+-  ct)  — o , 
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che,  divisa  pel  fattore  p,  riducesi  alla 
bal-+-ct~o. 

Le  medesime  tre  equazioni  dianzi  esposte  somministrano 

a=y—p,  l>  = ~,  c=x  — 

P P 

e però,  posto  b—cp(n),  c—\]j(a),  la  primitiva  richiesta 
sarà  espressa  dalle  tre  equazioni 

^3=tp(z  — p),  x—  Z-  = <P(z—p),  q!(a)-*-t,(a)  = o; 

oppure  dalle  sole  due 

x—j=<P’(z—p),  L——rp'{y—p), 

ove  p è quantità  da  eliminarsi. 

Per  questo  esempio , nella  equazione  tra  le  a,  b,  c 
vi  sono  le  derivate  di  due  sole  di  queste  medesime 
quantità:  è questa  una  proprietà,  che  si  può  conseguire 
in  tutti  i casi , giacché  essa  dipende  dall’ordine,  che  si 
segue  nel  trovare  le  primitive  complete  delle  tre  equa- 
zioni fra  le  derivate  ordinarie,  ed  anco  dalla  forma 
che  piaccia  dare  alle  costanti  arbitrarie  completanti 
tali  primitive. 

Di  fatto,  supposto  F(a,  b,  c)~h,  la  h esprima 
un’arbitraria  analoga  alle  a,  b,  c , si  ha 

F'(a)at  -+-  F'(b)  bl-*-F'(c)c) — h—  o, 

per  cui  la  equazione  Aat-+-  B bl Cct  sz o si  riduce 
alla  seguente 

(tnC — F'(c))  c/-f-ò/~o, 

la  quale  si  può  ridurre  a contenere  le  sole  h,  c ed  una 
delle  a,  b,  ponendo  in  vece  della  a o della  b il  suo  va- 
lore cavato  dalla  equazione  ammessa  F'(a,  b,  c)~  h. 
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Ma  se  nelle  primitive-  complete  anzidette  si  porrò 
per  la  a ovvero  per  b il  rispettivo  valore  cavato  da 
qùest’ ultima  equazione,  e nella  z, — p x,  — qy o 
si  porranno  i valori  delle  y,  z,  p cavati  dalle  tre  pri- 
mitive complete  risultanti,  avrassi  evidentemente  la 
stessa  equazione,  che  risulta,  ponendo  in  vece  della  n 
o della  b il  suo  valore  cavato  dalla  F(a,  b,  c)~h,  nella 

(mC — F'(c))  c,  — ht—  o , 

la  quale  conterrò  per  tanto  o le  sole  b,  c,  h ovvero  le 
a,  c,  h colle  derivate  delle  due  c,  h solamente. 

55 1.  Per  dare  un  altro  esempio.  Abbiasi 


f = q — (z  + px)'  = o. 

Risultando 

f(x)=z—ip(z-*-px),  f{z)  = — 'ì(z-*-px), 

f(p)=.-ix(z-+-px),  /'(<?)=  i. 

le  tre  equazioni  fra  le  derivate  ordinarie  saranno 

ax{z-+-px)y'~*-x'—o,  xp'-*-*px'=o,  z,—px'—qy'=o. 

La  seconda  dà  px‘zza{  si  ponga  nella  terza  il  valore 
della  q cavato  dalla  data,  e quello  della  y1  cavato  dalla 
prima , e si  avrò  la 

cd 

zf — px*-+-  -(z-+-px)  — o; 
ed  in  questa  pongasi  in  luogo  della  p , ed  avrassi  la 


a — xz 


2X 


tz  , . , I « 1,  , 

— j/=:o, ossia  z'+ — z o ove  1 x'zz i. 

-*  ' fk-r  or 


ix 


xx 


. . u u 

Quest’ultima  ($  278)  somministra  z—  -pr;  — — • 
Tom.  II. 


io 
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In  ultimo,  si  pongano  i valori  delle  z,  p nella 

prima,  ed  essa  si  ridurrà  alla  zb\/x  • y*  -t-x'  zz  o,  la 

quale  dà  immediatamente  by  -+-  |/x “ c. 

_ ...  i ha.  , 

Le  tre  primitive  px  zza,  ~—p-, 5 ’>y  + tyxzzc 

\I  JC  00 

, a b a c l/x 

danno  p = ~,  , r=_  _ 

cioè  i valori  delle  p,  z,y  formati  colla  x e colle  tre 
arbitrarie  et,  b,  c. 

I valori  delle  p,  z riducono  (z-+-px)',  che  è il  va- 
lore della  q,  cavato  dalla  equazione  data,  alla  semplice 

frazione  — . 

x 

Sostituendo  i valori  delle  z,p,q,y  nella  equa- 
zione z,  — px,  — qy,—  o si  ha  la 

— ?-(ei,-*- bc, — cb,)  — o ossia  a,-k~bc,  — cb,zz  o, 
od  anco  a — bc-t~  i(c)—  o,  ib — l'(c)zz  o. 


Ma  le  stesse  tre  primitive  complete  danno 
eizzx’p,  b=(z-*-px‘)\/x,  c=(i  -*-y(z-*-px,)')\/x-, 
adunque  la  primitiva  generale  potrà  rappresentarsi  l'olio 
x’p -x  (z + px')  ( t+y  (z j1))  + 4((  i +yz  +pyx‘)\/x)zo, 

i (z+px’)  l/x  - £'((  i +yz  +pyx3)  l/jr)  : o, 
ove  p è quantità  da  eliminarsi. 

352.  Quando  si  conosca  la  primitiva  generale  di  una 
equazione  alle  derivate  palliali , si  possono  avere  facil- 
mente le  sue  primitive  complete  ; giacché  basta  indivi- 
duare talmente  la  funzione  , che  in  essa  rimangano  due 
costanti  arbitrarie. 


Digitized 


DI  CALCOLO  SUBLIME 


l4? 

l*er  esempio.  Essendo  z — Nx  — — HI x)  la 

primitiva  generale  della  equazione 


ove  le  i\l,  N sono  costanti  ; supposto 

ip(jr  — Mx)=g(y  — M x)-+-h, 
la  equazione  risultante , che  è la 

5 — Nx—  g(y — Mx)-*~h  ossia  z — g y-i-(gM — A'Jjt — h—n 

sarà  una  primitiva  completa , ritenute  le  g,  h costanti 
arbitrarie. 

Così,  per  essere 

x—y/—<p(y—p),  ~~{-(p,(y  — p)=.o, 
la  primitiva  generale  della  equazione 


ove  si  intenda  p quantità  da  eliminarsi;  supposto 

<P(y—p)=!*—s'(y—p)>ver  cui  <P'(r— p)=— s’> 

le  due  equazioni  si  riducono  alle  seguenti 

x—^—g'iy—p)—h=o,  4 — g=o, 
dalle  quali  eliminata  effettivamente  la  p , si  ha  la 
x — i g 1/  z -t-  g‘  y — h — o 

primitiva  completa,  le  costanti  arbitrarie  essendo  log,  h. 

555.  Reciprocamente  da  ogni  primitiva  completa  di 
una  equazione  alle  derivate  parziali  si  può  desumere  la 
sua  primitiva  generale. 

Sia  F[x,y,z,a,l>)  — o,  ove  le  a,  b esprimono  due 
costanti  arbitrarie , una  primitiva  completa  della  equa- 
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rione  alle  derivate  parziali  f(x,y,  z,  p-  q)—o.  Questa 
si  può  considerare  la  risultante  della  eliminazione  delle 
a,  b dalle  tre 

F (x,y,z<a,b)zo,  F'(x)+pF'( z)zo,  Ff(y)  + q F'[z)zn. 

Nella  F(x,y,z, a,  b)  — o suppongasi  b—tp(a)  funzione 
arbitraria  della  a,  c la  a quella  funzione  delle  x,y,  z, 
che  soddisfa  la  equazione 

F'(a)  + F'(lW(a)=o-, 
e la  sussistenza  simultanea  delle  due  equazioni 

F(x,y,  s,  a,  $ (a))  = o,  F'(n)  F'(f)  f(a)  = o 

rappresenterà  una  primitiva  della  proposta. 

Si  formino  della  prima  le  due  derivate  prime  par- 
ziali esatte,  e saranno  le 

F'{x)  -+-  p F(z)  -+-  ( F'(a)  -t-  F'(f)  ^'(a))  a'[x)  = o , 
F'(y)  -s-  q F'(z)  -+-  (F'(a)  -+-  F'(f\  a'(y ) — o , 

le  quali  per  la  seconda  delle  medesime,  dianzi  esposte, 
si  riducono  alle 


F'(x)  -+-  pF'(z)  ~ o , F'(y)-*-qF'(z)  — o cioò 
^ dF(x,y , z,«,<p(a))^  ^ / flF(x,y,  z,  a, 

^ IF(x,y , z,a,<p(ei ))^  ^ ^<IF (x,  y,  z,  «,  Q 


E siccome  queste  due  equazioni  e la  F(x,y,  s,  a,  ip(a))~< 
contengono  le  quantità  a,<p(t r) , coinè  le  tre 


(' 


dF( x,  y,  z,  a,  b)^  ^ ^ dF(x , y,  z,  a,  b)\ 


dx 


dz 


)=°, 


( rf  F(x,  y,  z , <7,  b)  \ ^ y,  s,  a,  A) ^ _ 


V 


<Ì5 


F(x,  z,n,b)~ o, 


) = °’ 
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sopra  contemplato,  contengono  le  a,  b ; così  eliminando 
dalle  prime  tre  le  a,  (p(a),  si  avrà  la  stessa  risultante, 
diesi  ha,  eliminando  le  a,b  da  queste  ultime,  cioè  avrassi 
la  f(x,y,  z,  p,  f/)  = o;  adunque  la  prima  di  queste  ri- 
sultanti sarà  la  stessa  equazione  alle  derivate  parziali 
f(x,y,z,p,q)—  o;  e conseguentemente  la  equazione 
F(x,y,  z,  a,  (p  («)^~o  , qualunque  sia  la  funzione  (p, 
purché  la  a soddisfaccia  la  F'(a)-*-F'(p)  (p'(n)~o,  sarà 
primitiva  della  f(x,y,z,p,q)~ a,  e generale  perchè  in 
essa  vi  è una  funzione  arbitraria  : come  si  è dichiarato. 
Vale  a dire,  la  primitiva  generale  di  quella  equazione 
alle  derivate  parziali,  di  cui  la  F(x,y,z,a,  h)xz.o  è una 
primitiva  completa,  sarà  rappresentata  dalla 

F(x,jr,  z,  o,(p(a)')=o, 

purché  si  intenda  la  a quantità  da  eliminarsi  mediante  la 
F'(a)-+-F'($)p(a)=o. 

Anco  da  questa  primitiva  generale  si  possono  de- 
sumere le  primitive  complete:  si  individui  la  funzione 
<p  (a)  talmente , che  in  essa  vi  siano  due  costanti  arbi- 
trarie; si  elimiui  la  a dalle  due  equazioni  rappresentanti 
la  generale,  ed  avrassi  una  equazione  tra  le  x,y,  z e le 
due  nuove  costanti  arbitrarie,  la  quale  sarà  una  primi- 
tiva completa  della  proposta. 

Esempio.  Abbiasi  F~z — ax  — by~o  per  pri- 
mitiva completa,  e sarà  z — x p — yqxzo  l’equazione 
alle  derivate,  la  cui  primitiva  generale  sarà  rappresen- 
tata colle 

z — (tx- — y<p(n)xz. o,  x-*-y  <p'(a)-=o, 
ove  a è la  quantità  da  eliminarsi. 
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Suppongasi  (p  (a)  = A — B a,  ove  A,  B esprimono 
due  costanti  arbitrarie, e le  «lue  equazioni  si  ridurranno 

z — ax  — y A -*-y  B a~  o , x — iy  li  a :=  o. 


X 

La  seconda  dà  a ~ - — , valore  clic  messo  nella 
iyB 

prima  la  riduce 

* - &b=0’  ossia  z-^~  XbJ=° 

altra  primitiva  completa  della  z — xp — y q — a. 

354-  Farò  ora  vedere,  come  si  può  determinare  la 
funzione  arbitraria,  che  entra  nella  primitiva  generale 
di  una  data  equazione  alle  derivate  parziali,  onde  avere 
quella  sua  primitiva,  che  lia  proprietà  speciali,  quando 
si  conoscano  proprietà  a ciò  sufficienti.  Queste  proprietà 
consistono  generalmente  in  due  date  equazioni  fra  tic 
variabili,  i cui  valori  corrispondenti  per  ciascuna  di 
queste  equazioni  debbono  soddisfare  la  primitiva  ri- 
chiesta ossia  essere  tutti  valori  corrispondenti  per  le 
variabili  di  essa. 

Rappresenterò  queste  equazioni  colle  A(x,y,  t)—o, 
B {x,y,z)~  o,  supporrò  cioè  di  voler  determinare  tal- 
mente la  funzione  contenuta  nella  primitiva  generale, 
che  la  primitiva  risultante  sia  soddisfatta  tanto  dai  va- 
lori delle  x.y,  z,  che  soddisfanno  la  .7  (x,y,  z)~o, 
quanto  da  quelli  che  soddisfanno  la  B (x,y,  z)  rz  o ; e 
cominceròdnl  caso,  che  la  primitiva  generale  sin  espressa 
da  una  sola  equazione,  e che  in  essa  non  vi  siano  deri- 
vate della  medesima  funzione  arbitraria. 

1 a primitiva  generale  sia 

/•  ^X,  j't  Z,  $(?.(x,  y , *))j  o , 
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dove  X[x,y,  z)  esprime  una  funzione  data  delle  x,y,  z, 
ip  una  funzione  arbitraria  della  , ed  F una  funzione 
pure  data  delle  x,y,  z,  gl. 

Si  combinino  fra  loro  le  quattro  equazioni 

F(x,y,z,<p(a))-o,  X(x,y,z)za,  A[x,y,z)zo,  B(x,y, z)zo 

talmente  da  eliminare  le  x,y,  z,  ed  avrassi  una  equa- 
zione D[a,<p(a])z=.o  tra  le  a,  ip(a)  oltre  le  altre  quan- 
tità contenute  in  esse. 

Sciolta  questa  equazione  rispetto  alla  gl  (a) , risulti 
<pz=zE(a):  il  significato  richiesto  dalla  gl(a)  sarà  E (a); 
e però  la  primitiva  dimandata  risulterà 

F (x,y,  z,  E («))  — o ove  azzX (x,y,z)-, 

cioò  sarà  essa  la  seguente 

F (x,y, z,E(X  (x,y,  z))j = o. 

Col  porre  nella  F(x,y,  z,  gl  («))  ~ o in  vece  della 
gf(a)  il  suo  valore  cavato  dalla  equazione  /?(<*,  $(<*))=o 
c 1 nella  risultante  in  vece  della  a,  in  sostanza  si  eli- 
minano le  a,  gl  (a)  dalle  tfe  equazioni 

F(x,y,z,<p(a)')zzo,  a = X{x,y,z),  n(a,gHa))zzo. 

Cosi  trovata  quest’ultima equazione,  basterà  combinarla 
colle  due  prime  in  modo  da  eliminare  le  due  quantità 
a,  gl  (a),  che  la  risultante  sarà  la  primitiva  richiesta. 

555.  In  secondo  luogo,  la  primitiva  generale  sia 
espressa  colla  sussistenza  simultanea  delle  due  equazioni 

F(x,y,z,a,gl(n))=zo,  F’(a) F'(gf) gl' la)  = o , 

ove  la  a esprime  una  quantità  da  eliminarsi. 
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Combinale  queste  equazioni  colle  due  date  A — o, 
B — o,  in  modo  da  eliminare  le  x,y,z,  abbiasi  la 

D(a,<p(n),  <p'(n))—o, 

equazione  alle  derivate  del  primo  ordine  rispetto  alla  <p 
funzione  richiesta. 

Trovisi  di  questa  la  primitiva  completa,  e sciolta 
rispetto  alla  gt(a)  somministri  (p(a)~E  (a,m),  ove  m 
esprime  la  costante  arbitraria.  Nelle 

=»  a,  i]t  (o))  = o,  F'(a)  -+-  F'(f>)  !p'{n)=zo 

si  ponga  E [a,  in)  in  vece  della  (p(a),  c però  E '{a)  in 
vece  della  <p'(n);  c dalle  risultanti  si  elimini  la  a,  ed 
avrassi  una  equazione  tra  le  variabili  x,y,  z e la  costante 
arbitraria  m , che  sarò  evidentemente  la  primitiva  ri- 
chiesta. 

Mediante  opportuna  determinazione  della  costante 
m,  si  potrà  scoprire  quella  primitiva  particolare,  la 
quale  sia  soddisfatta  da  valori  individuati  delle  tre  va- 
riabili. 

Seia  equazione  /)(«,  <f  In),  (p’(n)^~o  avesse  pri- 
mitiva singolare,  da  essa  avrebbesi  un  altro  valore  pol- 
la ip,  non  compreso  nei  sopra  contemplati , il  quale  da- 
rebbe per  la  proposta  un’altra  primitiva,  che  sarebbe 
affatto  particolare  ossia  individuata. 

356.  Occorre  talvolta  di  scoprire  il  significato  della 
ip(a),  che  entra  nella  primitiva  generale  rappresentata 
colle  equazioni. 

E (x,y,  z,  a,  (p  (a))  = o , F'(n)  -4-  F'(f)  tp'(a)  — o, 

perchè  la  primitiva  risultante  sia  una  data  f(x,y,  5)  — o. 
Tale  ricerca  ha  molta  analogia  colla  eseguita  dianzi , 
e però  credo  questo  il  luogo  di  esporla. 


-a 
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Si  combinino  le  equazioni 

F(x,y,  z,  a,  ip (a))  = o,  F'(a) + h ’(<p)  <p'(a)- o,  f(x,y,  =)= o 

in  maniera  da  eliminare  due  delle  x,y, a;  e si  avrà 
un’equazione,  nella  quale  vi  sarà  in  generale  la  terza 
di  esse  oltre  le  a,  p(a),  (p'(a):  si  soddisfaccia  questa  equa- 
zione indipendentemente  dalla  variabile  rimasta,  e si 
avranno  una  o due  o più  equazioni  fra  le  n,rjf(d),p'(a): 
si  trovi  la  primitiva  singolare  della  o delle  equazioni 
cosi  risultanti  tra  le  a,  p (u),  p'(a)  almeno  primitiva  sin- 
golare di  una  e primitiva  particolare  di  ogni  altra;  ed 
il  valore  della  (p  (a),  cavato  da  essa,  sarà  il  richiesto. 

Sia  per  esempio 
Z?  r* 

f ~ z — A y ' — ~o , ed  F ~z  — ax  — y<P(a)  — o: 

combinando  queste  due  equazioni  alla 

F'(a)  -+-  F'ffl  f(a)  = -x-y  $'(„)  = o, 

onde  eliminare  le  x,  s,  si  ottiene  la 

( & (“)’■+•  a <p'(a)  -t - A—gHatyy^zo. 

Questa  equazione  si  soddisfa  indipendentemente  dalla/, 
variabile  rimasta,  collo  stabilire  la  equazione 

B (jt'(a)  -4-  A — $f(a)~o, 

la  cui  primitiva  singolare  dà  <p(a)  — A — E di  fat- 
to , sostituendo  questo  valore  della  ip  (a)  nelle  equazioni 


z — ax—yp(a)  = o,  x-4-yip'(ti)=z  o, 

e dalle  risultanti  eliminando  la  a,  si  ottiene  appunto  la 
data  equazione 


s — Ay 


o, 


« 


\ 
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che  è una  primitiva  completa,  perchè  in  essa  vi  sono 
A,B  costanti  arbitrarie,  non  esistenti  nella  equazione 
alle  derivate  parziali,  che  è 


Vogliasi  anco  il  signiGcato  della  <p(n),  per  cui  la 
equazione  risultante  dalla  eliminazione  della  a dalle  due 

s — ir— a)  (x — (p(n))—o  ,X—<p  («)-+-  (j—  a)  tp'(n)z=io, 

che  insieme  danno  la  primitiva  generale  della 


sia  la  primitiva  particolare  ^z-\-(x — ^)*~0. 

Eliminando  le  x,  z dalle  tre  equazioni  qui  scritte , 
trovasi  la 

(p'~  « )’y‘-i(a  tp/'+pp'-  5 ap'+  p}y+(p+(tp'),~^a’pf ro, 

la  quale  per  essere  soddisfatta  indipendentemente  dalla 
y variabile  rimasta,  richiede  visibilmente  la  sussistenza 
delle  tre  equazioni  seguenti 

(p  -+■  a ip'Y — 4 a‘P'~  o , 
a p'“-\-  (p  — 5 ri)  p'-+-  pxz  o , 

w-i  r=0. 

I je  prime  due  di  queste  equazioni  hanno  per  primitive 
complete  rispettivamente  a tp  — i m a m1  z=.  o , 
(jS* — n(p’-+-  «8  a(p  — a 7 a’)-+-  « 6 rt’a’—  o,  ove  le  m,n 
esprimono  le  costanti  arbitrarie;  ed  hanno  entrambe  la 
stessa  p — a = o per  loro  primitiva  singolare,  la  quale 
soddisfa  anco  la  terza  (p1 — i)J  = o,  come  una  sua  pri- 
mitiva particolari^.  Quindi  la  funzione  <p{a)  richiesta 
sarà  la  semplice  a;  e di  fatto,  sostituendo  a in  vece 
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della  <p(n),  ed  i in  vece  della  if{n)  nelle  due  equazioni 
rappresentanti  la  primitiva  generale,  si  hanno  le 

z — {y — o) (x — a)  — o,  x-4 ~y — aarro, 

dalle  quali,  eliminando  la  a,  bassi  appuntala  equazione 

4z-+-(x—  yì‘=o- 

La  equazione  risultante  dalla  eliminazione  di  due 
delle  variabili  x,y,z,  per  esempio  delle  y,  z dalle  tre 
equazioni 

F(x,y,z,a,<p(a))= o,  F'(a)+F'(<p)  f(a)=o,  X(x,y, z)zo, 

suppongliiamola  rappresentata  colla  stessa  ultima  di 
esse , intendendo  però  colle  y,  z esistenti  in  essa  medesi- 
ma, i loro  valori  formati  colle  x,a,<$,($f  dati  dalle  due 
altre;  dimodoché  la  % (x,y,  z)  — o sarà  una  equazione 
alle  derivate  ordinarie  del  primo  ordine  rispetto  olla  (Jl. 

Questa  equazione  tra  le  a,  < f (a),  <f(a)  è della  fami- 
glia di  quelle  contemplate  nel  § 5z4j  giacché  essa  con- 
tiene le  sole  a,(p(a),  che  entrano  nelle  e que- 
ste sono  tali  funzioni  delle  medesime  a,  (p,rft(a),  che  il 
rapporto  delle  y'{a ),  s'(n),  loro  derivate  prese  rispetto 
alla  a,  non  contiene  la 

Di  fatto,  si  formi  lu  derivata  della  equazione 
F(x,y,  z,a,<p(a))  — o,  e si  avrà 

f **(*)  *'(«)  ■+■  F'(a)-b-F'(fp)  <p’(a)  = o 


la  quale , per  la  seconda  delle  equazioni  esposte , si  ri- 
duce alla  seguente 


FW(o)+F'(z)z'(a)=: o,  ossia 
cioè  il  rapporto  3“  è formato  colle  sole  quantità,  che 
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entrano  nelle  due  equazioni 

F(x,  y,  z,  a,  fi  («)j  = o,  F'(a)  F'(fi)  fi  (a)  ~ o, 

per  cui  non  contiene  la  fi"(a). 

Per  trovare  la  primitiva  della  X(x,y,  z)~o,  onde 
determinare  la  fi  (a),  cLe  occorre,  formisi  la  sua  deri- 
vata, ed  avrossi 

V (y)  y'(a)-+-  X'(z)  z'(a)  ~ a : 


pongasi  in  questa  in  vece  della  y(a)  il  suo  valore 


F'(z) 
F'  Ir) 


z'(a)  dianzi  trovato  ; e si  avrà  la 


-Fr(yì  (*V)  F’(z)-l'(z)  F'(y))  z'(a)  = o 
la  quale  si  decompone  nelle  due  seguenti 

z'(a)  = o,  V(y)  F'(z)  - X'(z)  F'(y)  ~ o, 


la  prima  delle  quali  è estranea  evidentemente  pel  ri- 
chiesto valore  della  (fi (a).  Quindi  il  valore  medesimo 
sarà  quello,  tra  i soddisfacenti  X[x,y,z)  — o,  che  sod- 
disfarà anco  la 


: V(y)F'(z)-X'(z)F'{y)  = o , 


cioè  sarà  quello  dato  dalla  primitiva  singolare  della 
stessa  equazione  X (x,  y,z)zx:o:  appunto  come  si  è di- 
chiarato. 

Concludiamo  per  tanto,  che  il  valore  della  fi('i), 
il  quale  posto  nelle  due  equazioni 


F (x,y,  z,  a,  fi  (n))  = o , F(a)  -+-  F'(fi)  fi' (a)  — o 


in  luogo  della  fi[a)  stessa,  dà  due  equazioni  dalle  quali, 
eliminata  la  a risulta  la  equazione  X (x,y,  z)  — o , sarà 
dato  dalla  primitiva  singolare  della  equazione,  che 
avrassi,  soddisfacendo  indipendentemente  dalla  varia- 
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bile  rimasta  nella  equazione  risultante  dalla  elimina- 
zione di  due  delle  x,y,  z dalle  tre  equazioni 

F(x,y,z,a,p(a))=o,  F'(a)+F(p)p'(a)= o,  X(x,y,z)~ o. 

Questo  risultamento  avverte,  che  non  regge  la  re- 
gola usata  da  alcuni  per  dimostrare,  che  non  si  può 
determinare  la  funzione  (p(a),  clic  entra  nelle  due  equa- 
zioni 

F (x,y,  z,  a,  (p  (a))  = o,  F'(a)  -+-  F(p)  = o 

talmente,  che  la  equazione  risultante  dalla  eliminazione 
della  a contenuta  in  essa  sia  della  forma  F\.c,y,z,A,B)zo, 
o ciò  che  significa  lo  stesso , che  la  primitiva  generale 
non  contiene  quella  primitiva  completa,  dalla  quale 
essa  medesima  ha  origine. 

557.  Tutto  ciò,  che  si  è qui  detto  rispetto  alla  deter- 
minazione della  funzione  arbitraria , pel  caso  che  la 
primitiva  generale  sia  rappresentata  dalla  sussistenza 
simultanea  delle  due  equazioni 

F [x,y,  z,  a,  rp (a)')  z=  o , F’(a)  -+-  F’(rp)  f(a)~ o , 

si  può  estendere , e vale , quando  la  primitiva  generale 
consista  nella  simultanea  sussistenza  della 

F(P,  Q,  R)  + p(R)  =0,  F(P,  <?,  7?)-+- 0'(/f)  = o: 

la  F(P,  Q,  R)  è posta  in  vece  di  F’(R) — [iC. 

Di  fatto,  suppongasi  R~a,  cavisi  da  questa  equa- 
zione la  p,  e sostituiscasi  in  entrambe  le  equazioni  rap- 
presentanti insieme  la  primitiva  generale, eia  risultante 
dalla  seconda  sarà  la  derivata  presa  rispetto  ulla  oc  della 
risultante  dalla  primu  ; dimodoché  rappresentata  la  ri- 
sultante delia  prima  colla  A (x,y,  z,  a)  -t-  (p  (a)  ~ o , 
quella  risultante  dalla  seconda  sarà  A'(a)  -+-  <p'(a)  = o. 
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E conseguentemente  varrà  per  la  determinazione  della 
presente  gl  ciò,  clic  abbiamo  detto  perla  (p  (a)  superior- 
mente. Vale  a dire,  volendo  determinare  la  p,  perché  la 
equazione  risultante  dalla  eliminazione  della  p dalle  due 

F-*-p(R)—a,  F-+-p'(R)=o 
sia  soddisfatta  dai  valori  delle  x,y,  s,  soddisfacenti  le 
A—o,B-=zo,  bisognerà  combinare  queste  quattro  equa- 
zioni colla  R—a  talmente  da  eliminare  le  p,  x,y,  z,  per 
cui  avrassi  una  equazione  della  forma  p,p'(/x^  ~o, 
ed  ogni  valore  della  p(a)  soddisfacente  qucst’ultima  po- 
trà ritenersi  il  richiesto.  V'olendo  poi  il  significato  della 
p(R),  perchè  la  risultante  dalla  eliminazione  della  /> 
dalle  due  equazioni 

F (P,  Q,R)  + p(R)  = o,  F'(R) - a C-h p'(R)—  o, 

sia  una  data  X (x,y,  s)  — o , si  combineranno  queste  tre 
equazioni  colla  Rzza  in  modo  da  eliminare  la  p c due 
delle  variabili  x.y,  5;  soddisferassi  la  risultante  equa- 
zione, indipendentemente  dalla  variabile  rimasta  in  essa, 
ed  avrassi  una,  o due,  o piìi  equazioni  tra  le  a,  gl  (a),  p'(a)j 
troverassi  una  equazione  primitiva  comune  a queste 
risultanti,  la  quale  sia  però  primitiva  singolare  almeno 
di  una  di  esse;  e sciolta  questa  primitiva  rispetto  alla0, 
si  avrà  il  richiesto  suo  valore. 

Esempio.  Trovare  la  p(p),  perchè  la  equazione  ri- 
sultante dalla  eliminazione  della  quantità  p dalle  due 

z—ixp-k-p'(p)  — 0,  pz  — x p’—  y-+-p(p)=zo, 
che  insieme  rappresentano  la  primitiva  generale  della 


sia  la  primitiva  particolare  s’ — 4 y(x — j*)  — °- 
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Eliminando  da  queste  tre  equazioni  combinate 
colla  p — a,  le  y,  z,  p,  si  ha  la 

4 (a  — gl  (a))  x -+-  $'(«)’-*-  4 (rp  — a fi  (a))  = o, 

la  quale  si  soddisfa  indipendentemente  dalla  x varia- 
bile rimasta  collo  stabilire  le  equazioni 

gl — a’=o,  fi‘-i-^(gS  — a.fi)  — o. 

La  seconda  ha  per  primitiva  completa  (pzima-oi, 
ove  Fi»  esprime  la  costante  arbitraria;  ed  ha  evidente- 
mente per  primitiva  singolare  (p—a*,  valore,  che  sod- 
disfa visibilmente  anco  la  equazione  gl — a‘—o.  Quindi 
il  valore  o significato  della  gl  (p)  sarà  p’. 

Di  fatto,  ponendo  nelle  equazioni  rappresentanti  la 
primitiva  generale  p ' in  vece  di  gl  (p),  ed  eliminando  la 
p dalle  due  risultanti , che  sono  le 

pz  — px" — y -+- p*—  o , z — 2xp  + a;i“o 
si  ha  la  s* — 4 y(x  — i ) = o. 

558.  In  ultimo,  parlerò  delle  primitive  singolari.  Ri- 
tengasi la  F (x,y,  z,  a,  b)  ~ o per  una  primitiva  com- 
pleta della  f(x,y,z,p,q)=z o. 

Sciolte  le  equazioni  F'(a)—o,  F(b)~o,  che  si 
hanno , eguagliando  a zero  le  derivate  della  espressione 
F(x,y,z,a,b)  prese  l’una  rispetto  alla  a e l’altra  olla 
b,  obbiansi 

a = u (x,y,  z),  b — \(x,  y,  z). 

Si  pongano  nella  primitiva  completa  in  vece  delle 
a,  b questi  loro  valori  ; e si  avrà  la  equazione 

(,) F(x,y,z,it,X)=zo: 

questa  equazioneèuna  primitiva  della  f(x,y,z,p,q)zo. 
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Di  fatto , le  sue  derivate  prime  parziali  sono 

/ dF(x,y,z,u,X)\  /dF(x,y,z,[t,X)\ 

( jy )+<l[  -dz )+“,  *>)+X,  F’(l)~o 

le  quali  si  riducono  alle 

. ^tF(x'  .«>  ^ , p (dF(x,  y,  z,  u,  l^—n 

(5)— (?F<X’  y>*  j^o, 

perchè  le  F'(u),  F'O.)  sono  identicamente  nulle,  es- 
sendo u,  X i valori  delle  <i , b desunti  dalle  equazioni 
F'(a)=z  o,  F'(b)~o. 

Si  combinino  le  tre  equazioni  (1),  (a),  (5)  talmente 
da  eliminare  le  fi,  X;  e si  avrà  la  stessa  risultante , che 
bassi,  eliminando  le  a,  b dalle  tre 


F(x,  y,  z,  a,  b)~  o, 

/ dF(x,y,z , a,  b)\  ( ilF(x,  y , a,  a,  l>)\ _ 

\ dx  )~t~P\  dz  )~ 

(dF(x,  y,  8,  a,  / dF(x , y,z,a,  b) 

dy  ) q V dz 

Ma  la  risultante  dalla  eliminazione  delle  a,  b da  queste 
è la  f(x,y,z,p,q)~  o;  adunque  anco  la  risultante 
dalla  eliminazione  delle  //,  X dalle  (i),  (a),  (3)  sarà  la 
medesima  f (x,y,  z,  p,  q)  ~ o.  Quindi  la  (i)  cioè 
F (x,y,z,u, X)~o  sarà  una  primitiva  di  questa,  giac- 
che si  può  combinale  colle  sue  derivate  in  modo  di 
avere  questa  medesima  f(x,y,z,p,q)  — o. 

Questa  primitiva,  quando  non  si  possa  desumere 
dalle  primitive  complete  col  dare  alle  costanti  valori 
individuati,  si  chiama  primitiva  singolare. 
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35g.  Sia  &(x,y,z,  m,n)~ o un’altra  primitiva  com- 
pleta della  f(x,y,z,p,q)~o,  le  m,n  esprimono  le  co- 
stanti arbitrarie.  Ponendo  nella  A (x,y,  z.m,n)~o  in 
luogo  delle  rn,  n i loro  valori  cavati  dalle  equazioni 
A'(/7i)— o,  A'(n)~o,  ossia  eliminando  le  m,n  dalle  tre 
equazioni 

b(x,  y,  z,  m,  n)=o,  A'(//i)=.o,  A'(n)— o , 
si  ba  la  stessa  (i),  desunta  dall’ altra  primitiva 
F(x,y,  z,  a,  b)z ~o. 

Vi  sarà  un  significato  per  la  funzione  p (a)  conte- 
nuta nella  primitiva  generale  rappresentata  dalla 
sussistenza  simultanea  delle  equazioni 

F(x,y,  z,  a,  (p  (a))  = o,  F'(a)  -*-F'(p)  <p'(a)  — o, 

che  ridurrà  queste  a due  individuate  equazioni,  dalle 
quali  eliminando  la  a,  avrassi  la  A (x,y,  z,m,n)~n: 
questo  valore  della  (p(a)  chiamisi  (5  (a,  m,  n). 

Si  ritenga  la  A(x,  y,  z,  m,  rappresentata  colla 
F(x,  y,  z,  a,  0(a,  ni,  n))  = o, 
ove  la  a è data  dalla  F(o)h-  sarà 

A'H = F>m>(m)+(F<(a)  -+-  F'ffi)  0'(a))  a'(m) , 
A'{n)— F'm'(n)^-(F'(a)-^F’^W(a)) a'(n),  ossia 
A '(m)—F'(p)fl'(m),  A'(n)  F'(Jì)ft'(n)  per  essere  zero 

F'(a)+F'tf)fì>(a)-, 

e però  le  equazioni 

A'(>n)~o,  A'(n)~o  daranno  F'{ft)~o. 

Ma  già  si  ha  F'[a)-+-  F'({ì)P(a)  — o;  adunque  avransi 
le  due 

Tom.  II.  1 1 
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F'(à)  ~ o,  F '(?)=.  o,  cioè 
/ d F(x,  y,  i,  a,  $)\ / dF(x,y,  z , a,  {3)\  _ 

V di  )-°’  v di )-°- 

Dimodoché  eliminando  le  m,  n dalle  tre  equazioni 
Arro,  A'(ih)~o,  A'(n)=:o  ed  eliminandole  colle  due 
ultime  qui  trovate,  dalla  F (x.y, z, a,())  — o,  ove  la  a 
è data  dalla  F'(n)  -t-  F'l){ì'{a)  = o,  avrassi  la  stessa 
risultante. 

Per  eliminare  le  m,  n dalle  tre  equazioni 
F(x,y,  *,  a,  3)  = o, 


/dF(x,y,  s,  a,  ft)\  __  p / d F(x,  y,  z,  a,  /9) 

\ da  ) * V d fi 

tasta  eliminare  le  quantità  al  nelle  quali  unicamente 
esse  sono  contenute  ; e coll’  eliminare  queste  due 
quantità  Lassi  evidentemente  la  stessa  equazione  (i); 
adunque  la  primitiva  singolare,  che  ha  origine  dalla 
primitiva  completa  A(x,  y,  z,  m,  n)  ~ o , è la  medesima 
primitiva  singolare,  che  ha  origine  dalla  F[x,y,z,a,b,)zo. 

Vale  a diro,  le  equazioni,  che  si  possono  desumere 
come  primitive  singolari  dalle  differenti  primitive 
complete  di  una  stessa  equazione  alle  derivate  parziali , 
sono  in  sostanza  la  stessa. 


36o.  Dalla  equazione  F (x,  y,  z,  a,  b)~  o si  ha 
F'(x)  + F>(a)(^j  = o,  ossia  = \i  e 

però  la  primitiva  singolare  renderà  infinita  la  deri- 
vata del  valore  della  a prosa  rispetto  alla  x : altret- 
tanto accade  per  le  ^ anco  j*r  Le 


db\  fd  b\  / db\ 

dx ) ’ \dy  ) ’ v/s/ 
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Queste  ultime  proprietà  riusciranno  utili  per  tro- 
vare la  stessa  primitiva  singolare,  quando  nella  primi- 
tiva completa  una  delle  costanti  arbitrarie  vi  sarà  alla 
sola  prima  potenza. 

56i.  Fra  la  pi'imitiva  singolare  ed  ogni  primitiva 
completa  di  una  stessa  equazione  alle  derivate  parziali 
vi  sono  proprietà  analoghe  a quelle  osservate  e dimo- 
strate per  le  primitive  delle  equazioni  alle  derivate 
ordinarie;  ma  siccome  tra  le  dimostrazioni  di  esse  c 
quelle  fatte  per  queste  ultime  vii-  grandissima  analogia, 
così  rispetto  ad  esse  mi  limiterò  a quello  che  dirò  nel 
5 365;  e passerò  in  vece  ad  esporre  la  regola  per 
trovare  la  primitiva  singolare  di  una  data  equazione 
alle  derivate  parziali , senza  bisogno  di  pi-imitiva 
completa  di  essa. 

Siano  à(x,y,z,  p,q).  ip(x,y,z,p,  q)  i valori  delle 
a,  b cavati  dalle  equazioni 

F'(x)+PF'(z)z ro,  F'(y)  + qF'(z)  = o; 

derivate  prime  parziali  esatte  della  F(x,y,z,a,b)zz.o'f  e 
la  equazione  F(x,y,z,d,ip)— o sarà  identica  od  almeno 
equivalente  alla f(x,y,z,p,q)~o\t  però  sai-à f—M-F , 
ove  YM  può  essere  una  funzione  delle  x,  y,  z,  p,  q. 

Essendo  in  generale  <i  —à,  h—\p,  e per  la  primi- 
tiva singolare  a~p,  b ~X  \ per  questa  le  gl,  yj  saranno 
eguali  alle  p,  X;  per  cui  le  quantità,  che  si  avranno, 
sostituendo  nelle  F'(a),  F'(b)  in  luogo  delle  a,  b le 
à,  ip , saranno  nulle. 

La  eguaglianza  f—  ili  ■ F dà  le  due 

f'(PÌ  = M ’ÌP)  - {F'{ù)à'[ì>)-+-F>m>(P))  IH , 

f'(q)=M'(q)  £ - (F'(à)J'(q)  FW(<7>)  Mi 
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e però  per  la  primitiva  singolare  sarà 

M'{p)  1,  f'(q)  = 1 1'(q)£r  ossia 

(•) fiP)  = o,  f'(q)  — O 

j*r  essere  le  F'($  nulle , e la  f(x,y,z,p,q)-=s> 

soddisfatta  da  essa  primitiva  , come  lo  è da  ogni  altra. 

Ma  insieme  alla  equazione  f(x,y,z,p,q)  — n 
sussistono  in  generale  anco  le  due 

/'(>*•) +pf(z)  — o . 

/V)  -*-<//'(*)  -+-/WM  -+-/WW  =°; 

adunque  per  la  primitiva  singolare  avranno  luogo 
non  solo  le 

/(•*>  .T»  *,p,q)  = o,  f'{p)  — o,  f'(q)=.o, 
ma  anco  le 

(a)  - - -f’(x)  + pf'(z)=  o,  f'(y)  + qf>(z)  = o. 

Si  combinino  le  cinque  equazioni  (r),  (a),_/rzo  tal- 
mente da  eliminare  le  p,  q,  e si  avranno  tre  equazioni 
tra  le  sole  x,y , z : se  queste  ultime  tre  liquazioni,  così 
risultanti , saranno  riducibili  ad  una  sola , od  avranno 
esse  un  fattoi-  comune , quella  equazione , o questo  fat- 
tore eguagliato  a zero,  sarà  la  primitiva  singolare  della 
proposta  cioè  della  f~ o , qualora  ne  abbia. 

56a.  Se  nella  f(x,y,  z,  p,  q)  — o si  intenda  colla  p 
il  suo  vulore  cavato  da  questa  medesima  equazione,  la 
risultante,  che  conterrà  le  x,  y,  s,  q sarà  identica 
rispetto  nd  ognuna  di  queste  quantità,  per  cui  avranno 
luogo  le  equazioni 

/'(•*)  -*-f'(p)p'(x) = 0 • f(y)  -*-f'(p)p'{y) = ° > 

f'{*)-*-f'(p)p'(z)  = o, 
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le  quali  danno 

e però,  per  la  primitiva  singolare,  i valori  delle  deri- 
vate p'(x ),  p'(y),  p'(z)  saranno  infiniti  : altrettanto  di- 
rasi per  le  analoghe  derivate  della  q. 

363.  Le  variabili  , che  sono  nella  equazione 
f(x,y,z,p,q)—Q,  siano  rette  coordinate,  ed  essa 
esprimerò  una  proprietà  comune  a tutte  le  superficie 
rappresentate  dalle  equazioni  primitive  di  essa. 

La  superficie  rappresentata  dalla  primitiva  singo- 
lare ha  ogni  suo  punto,  che  è un  punto  di  contatto  di 
prim’  ordine  con  una  rappresentata  da  una  primitiva 
particolare. 

Si  rappresentino  le  F’(x),  F'{y) , F'(z)  derivate 
della  F'(x,  y,  z,  a,  b)  con  a{x,  y,  z,  a,  b),  fi(x,  y,  z,  a,  b), 
y(x,  y,  z,  a,  b)  o semplicemente  con  a,  {),  y;  e le  de- 
rivate prime  parziali  della  equazione  F(x,y,z, a,  b)=.o 


essendo  a -+-  f Y — 


/dz\_ 


\di)r=0  ’ P ^ (djj*  =°  ’ <*Uelle 

della  F(x.  y,  z,  p,  X)  — o saranno 

a(jr,  y,  z,  p,  + *»  ^)  — 0, 

0(x,  y,  z,  p,  y(x,  y,  z,  p,  X)  = o, 

stantecbè  le  p,  X,  come  valori  delle  a,  b cavati  dalle 
equazioni /*’'(«)=  o,  F'(b)~  o annullano  le  derivate 

F’(p),F'(X). 

Siano  g,  h,  l le  coordinate  di  un  ponto  della  su- 
perficie rappresentata  dalla  primitiva  singolare,  cioè 
per  questa  superficie  ad  xzzg,  yxzh  corrisponda  z~l ; 
e la  equazione 

F(g’  h,  l>  p{g>  h>  0»  Mg>  K l))  = o 
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sarà  identica  ; ed 


i valori  delle 


(£>(£) 


corri- 


spondenti alle  x—g , y~b  e però  z = / saranno 
quelli  dati  dalle  due  equazioni 

«(g.  h,  l,(i (g,  h,  l),  l{g,  h,  /)) 

fh  l,  l‘(g,  h I ),  X{g,  h,  0)  — ° > 


P(g>  h,  l,  (i(g,  h,  l),  X(g,  h /)) 

h>  l>  .u(s<  h>  t)’  Ws< h » /))=«• 

Si  pongano  nella  primitiva  completa  in  vece 
delle  a,  b i numeri  (i(g,  h,  l),  X(g,  h,  /);  e si  avrà  lu 
primitiva  particolare 

F(x,  y,  z,  u(g.  h,  l),  Xlg,  h,  /j)  = o 
le  cui  derivate  prime  parziali  sono  evidentemente 
«(•*>  y,  z,  u(g,  h,  I),  l(g,  h,  /)) 

*>  Vfc'  h’  *)>  h’  /))=o. 

,?(.r,  y,  z,  [t(g,  h,  l),  X(g,  h,  /)) 
j-)r(x’X>  *>  t'(p<  h>  0>  h>  Q)=°- 

1 1 t 

Sostituendo  in  queste  ultime  tre  equazioni  in  vece 
delle  x, y,  z ordinatamente  g,  h,  l,  si  hanno  le  stesse  ot- 
tenute dianzi  perla  primitiva  singolare;  e però  la  prima 
di  queste  tre  ultime  risultanti  sarà  identica,  ossia  il 
punto  corrispondente  alle  x~g , y — h,  z~l  sarà  un 
punto  anco  della  superfìcie  rappresentata  colla  primi- 
tiva particolare 

F(x.  y,  z,  ( i(g,h,l).X(g , h,  /))=  o; 
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e le  altre  due  somministreranno  per  le 


corrispondenti  a questo  punto  gli  stessi  valori  che  Lami 
per  la  primitiva  singolare.  Quindi  la  superficie  rappre- 
sentata colla  primitiva  singolare  avrà  nel  punto  cor- 
rispondente alle  coordinate  g,  h,  l un  contatto  di  primo 
ordine  con  quella  superficie  , che  è rappresentata  dalla 
primitiva  particolare  qui  sopra  esposta. 

È ben  osservare , che  la  proprietà  qui  dimostrata  , 
tra  la  superficie  rappresentata  colla  primitiva  singo- 
lare e quella  rappresentata  dalla  primitiva  completa 
F(x,y,  s,  d,  b)~  o,  ha  luogo  anco  tra  essa  ed  ogni  altra 
rappresentata  da  una  primitiva  completa  qualsivoglia; 
anzi,  che  ogni  suo  punto  è un  punto  di  contatto  tra  essa 
ed  infinite  superficie  rappresentate  da  primitive  partico- 
lari provenienti  dalle  infinite  primitive  complete;  ed 
anco  che,  vi  sono  equazioni  alle  derivate  parziali,  le  cui 
primitive  singolari  rappresentano  superficie,  le  quali 
non  sono  toccate  da  tutte  quelle  rappresentate  dalle  loro 
primitive  particolari,  ciò  che  si  dimostra,  come  ($  ag5) 
per  le  linee. 

364-  Nelle  due  equazioni 

F(x,y,z,a,gl(a))  = o, 


F(a)  F'(<f)  <p'(a)=  o 


la  cui  sussistenza  simultanea  rappresenta  la  primitiva 
generale,  suppongasi  <p  funzione  individuata  della»; 
e sciolta  rispetto  alla  a la  risultante  dalla  seconda , ab- 
biasi <1  — l(x,y,  z);  e la  primitiva  corrispondente  a 
questo  valore  della  <p  (a)  sarà 


F (x,  y,  z,  t (X,  y,  5),  <p(l(x,  y,  z))J  = o. 
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Ogni  superficie  appartenente  alla  famiglia  rap- 
presentata dalla  primitiva  F(x,  y,  z,  a,  <p(tt)^— o,  ove 
la  a esprima  una  costante  qualsivoglia  , sarà  evidente- 
mente tangente  a quella  rappresentata  colla  primitiva 
F(x,  y,  z,  i,  $(£))  — o per  tutta  la  estensione  di  una 
linea,  le  cui  equazioni  sono 

F(x,  y,  z,  a,  <^(«))  =o,  F'(a)-+-  F'(qS)f(a)=o 
ove  l’a  esprime  in  entrambe  una  costante. 
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Delle  primitive  delle  equazioni  tra  un  numero  qua- 
lunque di  variabili  e le  derivate  prime  di  una 
rispetto  alle  altre. 

565.  Comincerò  a trovare  la  primitiva  generale 
della  equazione 

A,P,-*-Atp,  A3P1  -» y-Anpn — A „.H  ~ o 


ove  le  Ax,  At,  A 3,  - — An+ , esprimono  funzioni  date 

delle  (n  -t-  1)  variabili  xt , x,,  X3, or,,  z,  e le 

p,,  pt,  pi, pn  le  derivate  prime  parziali  della  z 

prese  ordinatamente  per  rispetto  alle  altre  cioè 


(£)•  (èù - - - Gfe);  vait  * 


comincerò  a trovare  una  equazione  tra  le  variabili . e 
nella  quale  vi  sia  una  funzione  arbitraria  di  tante  fun- 
zioni determinate  delle  variabili  stesse,  quante  sono  le 
variabili  indipendenti  x, , or,,  — - x,  meno  uno. 

Si  considerino  le  x, , x,,  X3,  - - - x„  altrettante 

funzioni  delle  , at,  «*3, a„  altre  n variabili 

indipendenti;  e la  z sarà  per  conseguenza  una  funzione 
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composta  lispetto  alle  a,  essendo  essa  funzione  delle  x;  * 
e però  avi-ansi  le  n equazioni  seguenti 


(£M£M£M£) <£)■ 

(£m¥>KÈ)-(É) -(£> 


Sciogliendo  queste  n equazioni  rispetto  alle  p,,  p.À, 

p$, pn,  risulterebbero  i valori  di  queste  quantità 

formati  colle  derivate  delle  a- e della  z parziali  prese  ri- 
spetto alle  a;  e sostituendo  questi  valori  nella  proposta, 
si  otterrebbe  una  equazione  fra  lex,  , x,  , X3, — ,x„,  o 
funzioni  delle  ot , e le  loro  derivate  prese  rispetto 
alle  a stesse. 

Trovatele  funzioni  delle  n variabili  a,  le  quali 
come  valori  delle  x,  x%, x„ , z soddisfanno  que- 

st’ultima  equazione,  ossia  trovate  le  n-f-i  equazioni, 
che  sciolte  rispetto  alle  x, , x.t , - - - xn , z darcbliero 
tali  loro  valori  ; eliminando  du  esse  le  n variabili  a , 

avrebbesi  una  equazione  tra  le  sole  x, , xt , X3 , x„,z, 

la  quale  evidentemente  soddisfarebbe  la  proposta,  ossia 
sarebbe  una  primitiva  della  proposta  medesima. 

Si  ammettano  le  x,,  xa,  X3, x,,,  z tuli  fun- 

zioni delle  a da  soddisfare  le  n equazioni  seguenti 


ed  esse  soddisfaranno  la  anzidetta  equazione  risultante 
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col  porre  i valori  delle  p,,pt ,p$,---pn  nella  propo- 
sta. Di  fatto,  moltiplichisi  per la  prima  delle  n equa- 
zioni superiormente  esposte  o la  sua  equivalente 

e nella  risultante  pongasi  in  vece  delle 

i loro  valori  cavati  dalle  n equazioni  dianzi  ammesse , 
ed  avrassi  la 

°Z=(^SI)  (J*'P'+A*P'+/1*PS+~  "+4n  Pn—A  „+,)  ossia 
O—^i  Pi  + A tpt+  /4$p3  + - S '1  nPn  Ani.t 


vale  a dire  la  stessa  equazione  proposta. 

Trovinsi  le  primitive  complete  delle  n equazioni 
stabilite  ossia  delle  loro  equivalenti 

Alx'i — A%x[~o,  Alx'i — Aìx[  — o, 

A,x'n—  A„x[—o,  At  z'  — Am  x'=o; 


e sciolte  rispetto  alle  n arbitrarie,  che  si  introducono , 
risultino 

e,  — P i , ci  ---  P>  » c3  — P 3 > “ - “ rn  — Pu- 
le c, , c, , cs , - - - c„  esprimono  le  arbitrarie,  e le  P i loro 
valori,  i quali  saranno  altrettante  funzioni  delle  varia- 
bili X],  X,,  Xj , “ “ — x„ , z. 

Le  c che  esprimono  costanti  rispetto  alla  a,,  sa- 
ranno altrettante  funzioni  arbitrarie  delle  a, , «3,  — 

Si  suppongano  desunti  i valori  di  queste  a,,  etj, «„ 

dalle  prime  n — 1 primitive  complete  dianzi  esposte,  e 
sostituiti  nella 

<■»(«,.  «3. «n)=  Pn> 
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ed  avrassi 

pn=<p(pltpt,p3,---p„)i 
cioè  una  equazione  fra  le  sole  variabili,  che  entrano 
nella  proposta,  cla^f  (P, , P4,  P3,  - - - P„_,)  funzione 
arbitraria  di  n — i funzioni  determinate  delle  variabili 
stesse:  questa  equazione  manifestamente  sarà  la  primi- 
tiva generale  richiesta. 

Fra  i metodi  immaginati  per  trovare  la  primitiva 
generale  della  equazione 

Ax  px  -+-Atpt-*-A3p3-\ *-Aupn — '/jh-,  — o 

vi  è quello  dato  dal  Lagmnge  nelle  sue  lezioni  sul  cal- 
colo delle  funzioni , ed  è il  seguente. 

La  PfXj , x,j  -ij,  — — “ t z)  — o 

sia  una  primitiva  della  equazione  proposta  ; dalle  sue 
derivate  prime  parziali  si  hanno  i valori  delle  p, , pt, 

«3 , che  sono  ordinatamente 

*>,)  _ 

*'(*)’  n*)  ’ 

i quali  sostituiti  nella  proposta  medesima  sommini- 
strano la 

A'F'fx^-A.F'M-AsF'fa) AnF'(xn)-A„+lF'(z), 

la  quale  sarà  identica  ovvero  equivalente  affatto  alla 
F(x,,  xa, z)r=o. 

Si  considerino  le  x, , x4, x„.  z tutte  funzioni 

di  una  nuova  variabile  t , tali  però  che  abbiano  tra  loro 
la  relazione  rappresentata  dalla  equazione  F~  o. 

Essendo 

F'—F’(xl)x\  + F'(x,'x'  v-  F'(x3)x$  + — + F'(xn)x'n  + F'(z)z\  ossia 
A , F'—A lF'(xl)x[+Al  F'(xt)xi+A,  F’{pù*fc~+AxF,(z)*’, 
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pel  valore  della  A,  F/(xl)  dianzi  trovato  si  avrà 
Ax  F'=.{Axx't-A^F'(xt)+{Ax  x’ì-Aix'l)F'(i r*)  + — 
— + (A^-A'XUF'ixMAJ-A^  x')F'(z) , 

ove  le  derivate  indicate  col  semplice  apice , sono  tutte 
prese  rispetto  alla  l. 

Dalla  espressione  qui  trovata  per  la  A , F'  risul- 
ta, che  la  derivata  rispetto  alla  t di  quel  valore  della 

F'(xl,x1,xi, Xn,z)  die  corrisponde  a quelli 

delle  x,,  x,,  x3,- — xn , z soddisfacenti  le  n equazioni 

At  x!i—A1x't—o,  A,  Xì—A3x[=:o, A,  z' — An+lx[=o, 

è nulla.  Ma  i valori  delle  x,,x,, soddisfacenti 

queste  n equazioni  sono  i medesimi  di  quelli  dati  dalle 
Pt  — c,,  P,x=ca,  - - - Pn~c„  loro  primitive;  adun- 
que una  funzione  delle  x, , xt,  - — xn,z,  la  quale 
eguagliata  a zero  dà  una  primitiva  della  proposta  equa- 
zione, ridurrassi  indipendente  aflatto  dalla  t ossia  co- 
stante, quando  si  pongano  in  essa  i valori  di  n delle 
x, , x,,  x3 , - - - X„,  z cavati  dalle  equazioni 

F 1 — c.  t P2  — c».  “ ■ “ Pn  — i 

e conseguentemente  sarà  essa  necessariamente  una  fun- 
zione composta  delle  P,,  P%, P„  stesse.  Vale  a dire, 

la  primitiva  richiesta  della  equazione 

Alpx-+-Atpi-¥-A3p3-\ y-  Anpn — Ak+,  — o 

si  otterrà  eguagliando  una  delle  anzidette  funzioni  P 
ad  una  funzione  qualsivoglia  od  arbitraria  delle  altre 
n — 1 : appunto  come  qui  sopra  si  è trovato  altrimenti. 
366.  Esempio.  Vogliasi  la  primitiva  generale  della 


x,p,  xtP»~*~JC3Pz~* y-xHp„  — zn=:o. 
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Le  n equazioni  alle  derivate  ordinarie  saranno 
x, x't  — x, x[~o,  x,xj — X3 x[ zrr  o , 

, xlx'„ — i,l[  — o,  x,  z'  — n zx[  — o, 

le  cui  primitive  complete  risultano  le  seguenti 

x,  X3  X/  x.  x“ 

C'  = t’  C>=i>  C*=x,'  — r»=f; 

c però  la  primitiva  generale  qui  richiesta  sarò 
z ./x,  rj  ri  x„\ 

zr=x?^(^,2,  a,— 

\X,  X,  X,  X,  / 

Ecco  dimostrata  la  proposizione  reciproca  di  quella 
trattata  nel  paragrafo  60. 

36 7.  Passo  a trovare  la  primitiva  generale  della 
equazione 

/(*.  > > “*-3  >"■■  ) 2 ) Pi  ) Ps  > P3  > “ “ “ P»)  — 0 
qualsivoglia  tra  le  n-H  variabili  x, , x, , X3 , — x„ , z 

e le  p, , , p$, pn  derivate  prime  parziali  della  z 

prese  ordinatamente  per  rispetto  alle  x,  ,xt,X3, — -x, . 

Si  formino  della  f— o le  (n — 1)  equazioni  deriva- 
te sue  parziali  prime  prese  ordinatamente  rispetto  alle 
x, , xa , X3 , - — x„  ; e si  pongano  nella  prima  in  vece 

d'Ue  j™.»  (40,  (40,  - - (gr)  «ni»-'»- 

(aèMS)>— (fe)!  "olla  ”°- 
d*  ™ ,e“  delle  (fe)'  (s^)'  - - - (fe)  h 
(ife)'  (3^)----(fe)'  “C  ie  ” fc 
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/'(*  J+/'(*lp.+/v(p.)(^)+/,W^)+ ■ - - - +/V  j(Jr)=°* 


In  queste  equazioni  intendasi  colla  p„  il  suo  valore 
cavato  dalla  proposta,  il  quale  sarà  formato  colle 

*n  xt, x„,z,  p,,p3, p e le  funzioni 

Pii  Pn Pn-ii  che  le*  soddisfanno,  saranno  le  stesse 

di  quelle,  clic  entrano  nella  proposta  medesima. 

Si  considerino  le  x,,  x3,  j'3,  - - - x„  funzioni  di 
tutte  le  a,,  a,,  crj,  - — an  altre  n variabili  indipen- 
denti, e le  p, , p3,  pj,  - - - p„  saranno  altrettante  fun- 
zioni composte  di  queste  ultime  medesime  variabili;  e 
per  la  prima  delle  « — 1 equazioni  derivate  parziali 
dianzi  trovate  avransi  le  n seguenti 

A fiPi)— /'(Pi)  = 0 > 

Xtf'(Pl)—f'{Pì)  *1  = » Af'iPl)  —f'(Pr)x[  — O , 

f'(Pl)  P'i  -+-  (f(Xl)  -+-f(z,  Pl)^'l—°i 
ove  le  derivate  indicate  cogli  apici  si  intendono  tutte 
prese  rispetto  alla  a,  : e |>cr  ogni  altra  delle  medesime 
n — 1 equazioni  si  avranno  11  equazioni  di  cui  le  prime 
n — 1 saranno  le  stesse  prime  n — 1 qui  esposte,  e le 
n esime  ossia  le  ultime  saranno  ordinatamente  le 
n — a seguenti 

f'(Px)P*  -+*  (/  V.)  -+-/'(*)  p,)x[z=.o, 
f'{Pi)P»-*-{t V3)  -+-/'(*)  Pì)*'l=Oy 

f'{Pi)p'n-i  +[(;K.)  -+-f'(?ÌP»-i)x\  — O- 
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In  queste  a»  — a equazioni  vi  sono  esplicitamente  le  n 
variabili  x,  le  n variabili  p,  e la  z,  ed  implicitamente 
le  o, , ; esse  però  debbono  soddisfare 

anco  la  proposta  equazione 

/(*,  > xs , x3 , — - - x„ , z , pt , pt , pi , - - - pn ^ ^ o , 

e le  n prime  esposte  nel  paragrafo  365. 

Per  soddisfare  queste  3 n — i equazioni,  comincisi 
a trovare  le  primitive  delle  in — a ultime  esposte  com- 
binate colla  proposta  e colla  prima  delle  anzidet- 
to; n , che  è 


nelle  quali  vi  sono  esplicitamente  le  m + i variabili 


Xt  » Xt  > ^S  » “ “ “ Xn  > * > Pi  > Pt  > Pt  » “ “ " P n 

e le  derivate  loro  prese  rispetto  alla  sola  a, , eccetto 
che  nella  proposta  vi  sono  le  semplici  variabili  ; e si 
avranno  in  equazioni , fra  le  variabili  stesse  c an  arbi- 
trarie c, , ca,  c3 , cln  costanti  rispetto  alla  a, , che 

possono  essere  funzioni  delle  <x4,  ait 

Queste  primitive  si  suppongano  sciolte  rispetto 

alle  x„,  xs, x„,  z,pI,p1,pli, pn,e d abbiasi 

xt—Ft , xì—Fì, x„  — V > 

*=*’’■»  Pi  = ^n+i,  Pt—^n+ti P.=  F„, 

le  V significano  funzioni  della  x,  e delle  in — i ar- 
bitrarie ; e sciolte  rispetto  a queste  arbitrarie  sommi- 
nistrino • 

C l — Pi  t P 1 1 Si Pj  > ” “ “ C»w  — P JO-I  » 

le  P significano  funzioni  delle  in-*- 1 variabili  x,,  xa, 
'**  * * > Pi  » Pt  i Pi  > “ ■ ~ P»  • 
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Ora,  siccome  debbono  essere  soddisfatte  anco  le 
altre  n — i equazioni  esposte  al  paragrafo  565 , che 
si  hanno  visibilmente , riportando  le  derivate  indicate 
nella  sola 

z'—pìx,,—pix'i—p3x'i p„  x'„  = o 

successivamente  alle  «3,  - così  le  c, , rt, 

clB_,  dovranno  avere  le  relazioni  a ciò  necessarie: 

basta  però  che  ne  soddisfaccino  una,  giacché  rimar- 
ranno soddisfatte  anco  le  altre  n — a;  stantechè  le 
vi  sono  in  esse  solo  implicitamente. 

Si  sostituiscano  i valori  sopra  esposti  delle  r, , 
x3,  - - - pn  cioè  li  Vx , Vt, y»n-i  nella  equazione 

s'—  Pi  — A Pt  ~ x't  Pi = « 

ed  in  luogo  delle  z',  a' , xj, x'  le  loro  derivate 

prese  rispetto  ad  una  qualunque  delle  «3,  - — rz„ , 
delle  quali  sono  altrettante  funzioni  le  c;  e si  avrà  una 
equazione,  la  quale  divisa  opportunamente,  se  occorre, 
si  ridurrà  alla  forma  seguente 

A,  rj  A,  c'  -+-  A3  c[,  h ri„.,  = o 

ove  le  A conterranno  le  sole  c.  Trovisi  di  questa  la  pri- 
mitiva, consistente  in  n equazioni  tra  le  ct,ct,  c3, — c1B_, 
(5  344)  «1  una  funzione  arbitraria  di  « — 1 di  queste 
medesime  c,  non  che  le  derivate  di  essa  prese  rispetto 
alle  (n — i)c,  che  entrano  in  essa  funzione  arbitraria; 
si  pongano  in  queste  equazioni  i valori  sopra  esposti 

delle  c,  cioè  le  funzioni  P, , P,, Pan_, , e si  avranno 

n equazioni  tra  le  1 rt  -+-  1 variabili 

x, , x,,  X3,  — - - x„,  z,  pt , pti  p3,  - - *■  pnt 

ed  una  funzione  arbitraria  di  n — 1 funzioni  indivi- 
duate di  queste  medesime  variabili. 
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La  sussistenza  simultanea  di  queste  equazioni , ove 
si  intenda  posto  per  una  delle  p derivate  parziali  della 
z il  suo  valore  cavato  dalla  proposta , e che  le  altre 
n — 1 siano  quantità  da  eliminarsi , rappresenterà  la 
primitiva  generale  della  proposta  medesima. 

Trovata  la  primitiva  generale,  facilmente  si  pos- 
sono avere  le  primitive  complete,  cioè  quelle  primitive 
che  contengono  n costanti  arbitrarie,  non  che  l’ordina- 
ria primitiva  singolare  ed  ogni  altra  primitiva  della 
proposta:  non  dichiaro  in  che  modo,  nè  espongo  le  re- 
lazioni che  hanno  tra  loro  queste  differenti  primitive, 
perchè  ciò  non  presenta  nessuna  difficoltà. 

LEZIONE  III. 

Delle  primitive  delle  equazioni 
alle  derivate  parziali  del  secondo  ordine. 

568.  La  ricerca  delle  primitive  delle  equazioni  alle 
derivate  parziali  del  secondo  ordine  e degli  ordini  pros- 
simi superiori  è una  delle  più  interessanti  sì  per  la  teo- 
rica che  per  la  pratica,  ma  è anco  una  delle  più  estese; 
mi  limiterò  presentemente  alla  ricerca  delle  primitive 
del  primo  ordine  delle  equazioni  alle  derivate  parziali 
del  secondo  ordine  aventi  la  forma 


dove  le  A,  B,  C esprimono  funzioni  date  delle  cinque 
quantità 

( dz\  ( dz\ 

*''ZtP  = \&)'1  = \ft)i 

vale  a dire  troverò  le  equazioni  tra  le  x,  y,  s,  p,  q, 
Tom.  II.  1 a 
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che  soddisfanno  la 


o. 


Una  primitiva  richiesta  rappresentisi  colla  esa- 


zione 


f(x,y,  z,  p,q)  = o: 

insieme  ad  essa  sussisteranno  le  sue  derivate  parziali, 
di  cui  le  prime  due,  per  essere 

^sf)- 

sono 

le  quali  danno 

(*?)=-  ^(/’W-r/'W). 

'57)=“  7^J(e^)- 


Questi  valori  delle  derivate  ( 


/rfj 

\r/jr 


0-  (£)■ 


sostituiti 


nella  data  equazione  alle  derivate  parziali  del  secondo 
ordine , somministrano  la 


fin)  f'{P)\(d-z\ 

J'(P)  /'(<?)  A àxày) 


n 


— V/(*))  -+'C=o> 


nella  (juale  la  derivata 
visibile. 


vi  è nel  solo  modo 
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Ora , se  in  questa  equazione  si  ponesse  il  valore 
di  una  delle  quantità  x,  y,  z,  p,  q desunto  dalla 

/(*>  y,  s»  />,  q)— °» 


supposta  primitiva  della  proposta,  la  risultante  equa- 
zione sarebbe  identica  ; e però , siccome  la  derivata 

v*  è nel  solo  modo  anzidetto  cioè  nel  solo 

modo  visibile , così  una  tale  sostituzione  dovrà  annul- 
lale separatamente  le  due  quantità 

, Sto)  pf'(r) 

f'(p)  /'( 7)  ’ 

vale  a diie,  la  funzione  f(x,  y,  z,  p,  q)  dovrà  essere  tale, 
da  soddisfare  entrambe  le  equazioni  seguenti 

Sto)  Sto) 

(«)---  (fto) + pftoi) + (r  Cr)  + qfto))  - c=o. 

56g.  La  prima  di  queste  due  equazioni,  o la  sua 
equivalente 


dà  — lìy  cioè  equivale  essa  alle  due 

f'to)-Mf(p)-o,f(q)-Nf'(p)-o, 
dove  fi),  ed  JV— 


E per  tanto  la  funzione  f,  che  rende  la  equazione 
f(x,y,z,p,q)—o  primitiva  della  proposta,  dovrà 
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soddisfare  l’una  o l’altra  delle  due  seguenti  coppie 
fi’ equazioni 

f'(q)—  Mf(p)=.o , 

/'(?)-«/> l=o. 

•>70.  Comincerò  a determinare  la  f (x,y,z,p,q),  che 
soddisfa  la  prima  coppia  delle  ultime  equazioni  qui 
esposte.  La 

/'(?)- Af/»=o 

è una  equazione,  nella  quale  le  variabili  sono  p,q,  ed 
f ; ed  è alle  derivate  parziali  f'{q) , f'(p)  del  primo  or- 
dine; e però  la  sua  primitiva  generale  avrassi  colla  re- 
gola esposta  nel  5 547- 

Si  costituiscano  per  tanto  le  due  equazioni 

pT-t-Mq'—o,  f'—n 

alle  derivate  ordinarie,  ove  le  variabili  sono  p,q,f,  e 
la  f vi  è nel  solo  modo  visibile:  trovisi  la  primitiva 
completa  della  prima,  e sia  F(p,q)~a-,  a esprime  la 
costante  arbitrario,  e la  F (p,q)  una  funzione  conosciuta 
delle  sue  componenti,  fra  le  quali  vi  sono  p,  q;  e la  pri- 
mitiva generale  della 

f(q)~Mf(p)-0 

sarà /=v'(F)  evidentemente;  giacché  la  primitiva  com- 
pleta della  f'—o  è f eguale  ad  una  costante  arbitra- 
ria: dove  ossia  ^ (F{p,  q)^  significa  una  funzione 
arbitraria  della  F(p,q).  Quindi  la  f(x,y,z ,p,q)~o, 
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supposti  primitiva  della  proposta,  dovrà  essere 

’f'U'lp,  q))  = Q- 

Questa  equazione  sciolta  rispetto  alla  F darà 
F(p,  q)  eguale  ad  una  funzione  arbitraria  delle  altre 
quantità  esistenti  in  essa,  fra  le  quali  vi  sono  od  almeno 
vi  possono  essere  le  X.  y,  z;  e per  tanto,  chiamata  que- 
sta funzione  <p  (x,  y,  z)  la  equazione 

f(x,y,z,p,q)~o  ridurrassi  F (p,q)—p(x,  y,  z)~o. 

3^  i . Rimane  a determinarsi  la  funzione  (p  (x,  y,  s), 
perchè  sia  soddisfatta  la  equazione  (i)($368)  cioè  la 

jL-.(f(xy*-pf(z))+  ~ (f'(y)  -a-  qf(z))  - C—o. 

In  questa  si  pongano  in  vece  delle  f'(x),  f'(y ), 
/'(*)> /'(/'),  /'(</)  « loro  valori 

F'(x)~<p'(x),  F'(y) — <p'(y),  F'{z)—(p'(z),  F'(p),  F'(q), 

die  si  hanno  per  essere  f=zF(p,q) — fp  (x,y,  z);  e si 
avrà  una  equazione  tra  le  x,y,z,p,q ; e nella  risultante 
sostituiscasi  il  valore  della  p ovvero  quello  della  q 
cavato  dalla 

F(p,q)  — <pz=0\ 

risulterà,  nel  primo  caso  tuta  equazione  tra  le  sole 
quantità 

X,jr,z,q,(p,  <p'{x).  <p ’(y),  ql'(z), 
e nel  secondo  tra  le 

x,y,  z,p,  0'(.r),  <p '(j),  f(z),  fp. 

Si  determini  la  fp , ossia  si  disponga  di  questa  funzio- 
ne, perchè,  o la  prima  di  queste  ultime  due  equazioni 
ottenute  rimanga  soddisfatta  indipendentemente  dal- 
la q sua  componente,  ovvero  perchè  rimanga  soddis- 
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fatta  la  seconda  di  esse  indipendentemente  dalla  p. 
Ogni  valore  della  <p,  funzione  delle  sole  x,y,z,  che 
abbia  l’uria  o l’altra  di  queste  ultime  proprietà,  le 
quali  sono  adatto  equivalenti,  indurrà  la  equazione 


F(P’<l)  — #(•*>  yi*)  = o 


ad  essere  una  primitiva  della 


(l!Lz 

\dx' 


■) 


\dxdy) 


( 


Facendo  per  l’altra  coppia  di  equazioni  cioè  per  le 


f’(q)-Nf(p)-0, 


ciò  che  si  è fatto  per  la  coppia  già  contemplata,  si  avrà 
osi  avranno,  generalmente  parlando,  altre  primitive 
della  equazione  proposta.  Dico  generalmente  parlando , 
perchè  la  proposta  equazione  può  essere  cosi  formata  , 
die  esista  significato  per  la  funzione gi(x,y,z)  onde  sod- 
disfare una  delle  dette  coppie  di  equazioni,  e non  esista 
significato  per  soddisfare  l’altra;  anzi  talvolta  la  propo- 
sta equazione  è tale,  clic  non  vi  è significato  per  la 
p(x,y,  z),  onde  soddisfare  nè  l’una  nè  l’altra  delle 
medesime  anzidette  coppie  di  equazioni , per  cui  la 
proposta  in  tali  casi  non  ammette  o non  ha  primitive 
del  primo  ordine. 

3ya.  Credo  bene  di  esporre  i seguenti  esempj. 

Esempio  primo.  Vogliasi  la  primitiva  della  equa- 
zione 


(in?)  (sdy)  * "(sp)*  c - “• 

nella  ipotesi  che  le  A,  li,  C siano  costanti. 
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Essendo 

M='-A+\/&A'—B),  ed  X='-A-\/{^A‘~b) 

le  M,  X saranno  aneli’ esse  due  costanti;  e però  la 
f{x,y,  z,  p,  q) 
soddisfacente  la  equazione 

f(q)  — Mf(p)  = o 
sarà  p-+-Mq — (p{x,y,  z),  la  quale  dà 

f(y)  = -<p'(y),  f'(z)=-<p'(z), 
flp)=l,  f(q)=V. 

Questi  valori  delle  derivate  della  f,  sostituiti  nella 
equazione  (i),  danno  la 

f(x)  -+-  p f(z)  <P’(z))  -*-C=o, 

la  quale,  per  essere  B—M  X,  e p—(p — Mq,  si  riduce 
gP{x)-t-N<p'(y)-*-$  ■ <p'(z)-*-C-*-q(N — M)<ft(z)=z  o. 

Per  soddisfare  questa  equazione  con  un  valore  della 
( p indipendente  dalla q si  richiede  la  sussistenza  delledue 
<P'(z)  = o,  $’(x)  -i-  X <p'(y)  -+-  (f  ■ <p'(z)  -+-  C = o 
la  prima  delle  quali  dà  <p  — St(x,  y)  funzione  delle  sole 
x,y;  e riduce  la  seconda  alla 

st/( x ) -+-  X st’{y)  C ==  o. 

la  cui  primitiva  generale  (5  347  ) somministra 
X — — Cx-t-\p{y Xx), 

ove  i/j(y  — X x)  esprime  una  funzione  arbitraria  del 
binomio  y — X x.  Quindi  una  primitiva  della  attuale 
proposta  sarà 

p -4-  M q -4~  Cx — ip(y — Xx)  — o. 
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Facendo  per  l’altra  coppia  d’equazioni  delle  due  a 
contemplarsi  ciò , che  abbiamo  fatto  per  la  prima  di 
esse,  trovasi,  die  la  proposta  ba  anco  per  primitiva  la 

p -+-Nq  •+•  Cx — l(y — Mx)  — o. 


dove  i (y — Mx)  esprime  una  funzione  arbitraria  del 
binomio  y — M X. 

Esempio  secondo.  La  equazione  proposta  sia  la 


Per  questa  si  ba  A ~ — a-,  B——% , e C—o;  e pelò 
q q ^ 

m=n=.—F-, 

<1 

dimodoché  la  funzione  f,  che  rende  la  equazione 


f(x,y,z,p,q)  — o 


primitiva  della  attuale  proposta  deve  soddisfare  la 

f'(q)  + P-f(p)  = O. 

oltre  la  (i).  * » 

La  prima  di  queste  equazioni  ha  evidentemente  per 
primitiva  generale  p — q$(x,y,z)  — o-,  cioè  dev’essere 
f—p~q(p,  e però 

f (*) =■ — q <P'(*)  » f'br) — — n <f'  Ir) > 

/'(z)  = -<70'(S),  f'{P)~  i 

per  cui  l’equazione  (i)  riducesi 

q <p'(x)  -+-pq  <p'(z)  — f(y) "*■  0'(2) )=°> 

la  quale  per  la  sostituzione  di  q <p  in  vece  di  p dà  la 
q(<p,(x)—<p<fi'(jr))=o. 
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Questa  equazione  si  soddisfa  indipendentemente  dalla  q, 
determinando  la  funzione  <p(x,y,z ) colla  seguente 

Essendo  la  <p  tuttora  funzione  delle  tre  variabili 
x ,y,z,  per  trovare  la  primitiva  generale  di  quest’ultima 
equazione,  stabiliscami  le  tre  ( § 365) 

y/-\-(px'x=o,  z'=o,  (p'—o 

alle  derivate  ordinarie  x',  y',  z',  ; si  trovino  le  loro 

primitive  complete,  e si  avranno  le 

y-t-cx~a,  z~b,  <p~c 

dove  a,  b,  c esprimono  le  costanti  arbitrarie;  e la  primi- 
tiva generale  della 

<p'(x)—<p-<p'(y)  — o, 
pel  paragrafo  dianzi  citato,  sarà 

<p  = i}>(z,y-*-x<p), 

dove  (z,  y -+-  x gl)  esprime  una  funzione  arbitraria 
delle  quantità  z,y-t-  xgl. 

Quindi  la  primitiva  della  attuale  proposta  equazio- 
ne sarà  la  risultante  dalla  eliminazione  della  0 dalle  due 

p — q <p  — o,  gl  — ip(z,y-+-xql)=.a 
c ioè  la  seguente 

p — qip(z,y-+-x  — n; 

ove  la  xp  significa  una  funzione  allatto  arbitraria  delle 

p 

z,y-»-x 

9 

Di  questa  primitiva  sono  casi  particolari  le 
p — q$(z)—o,  x - -*-y—  v7'(s)  = o, 
die  dà  il  metodo  di  Monge. 
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Esempio  terzo.  La  proposta  sia 


(£)-(£)■ 


Sarà  A~o,B  — — i,  e C= 
ed  A=— 


JH-/ 

4 


4 

p — o. 


p , e però  .1/  — i. 


Questi  valori  delle  M,  N riducono  le  due  equazioni 
f(q)-Mf(p)  = 0,  f'(q)-Nf'tp)=  o alle 
/'(?)- /'(/>)  = °.  f(q)^f'(p)-0, 
le  cui  primitive  generali  sono  evidentemente 


p-+-q  — <p(x,y,z)  = o,p  — q — \(x,y,z)  — o; 

cioè , affilici ic  la  equazione  f(x,y,  z,p,  q)~o  sia  pri- 
mitiva della  proposta,  dev’essere 


f =p~*~q  — p,  ovvero  f—p  — q — A, 


dove  (p,  A esprimono,  sino  adora,  due  funzioni  arbi- 
trarie delle  x,  y,  z. 

Il  primo  di  questi  valori  della  f,  sostituito  nel- 
la (i),  dà  una  equazione,  clic  si  riduce  alla  seguente 
col  porvi  (p  — p in  vece  di  q 

<P'(x) — #'tr) — 00'(*)  -+-  P (a  /(*)  ■+■  = ° > 

la  quale  per  essere  soddisfa tta  richiede  la  sussistenza 
delle  due 


<P'(  z) 


=o,  <p'(x)  — gl'ly)  — <p!p'(z)=:o. 

x y 

Dalla  prima  di  queste  equazioni  si  hu 
iz 


<p=— 


x-+-y 


y), 


dove  X esprime  una  funzione  delle  sole  x,  y o uou 
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coutcnente  la  z ; per  cui  la  seconda  si  riduce  alla 


x'M-rw- 


■ ——x — 

J-t-J  X 


in- 


cile non  si  può  soddisfare  con  un  valore  della  X fun- 
zione delle  sole  x,  y,  come  si  richiederebbe. 

E per  tanto  la  f non  può  avere  la  forma 
p-k-q  — <p  (x,  y,  z). 

Sostituendo  nella  equazione  (i)  il  secondo  valore 
sopra  esposto  della  f cioè  il  p — q — A e nella  risul- 
tante ponendo  p — A in  vece  di  q,  trovasi  la 

A'(x)  A ’ly)  — A'(z)  • A -+-  p A'(z)  -*■ ^ — * 

per  cui  dovrà  essere 
A'(zH 


;)=oì 


— o,  ed  anco  A'(x)-t-A ’(y) — A'(z)  A=o. 
li  dà 

*-l(x,y), 


x-t -y 

La  prima  di  queste  equazioni  dà 
A = — 


x-t-y 

valore  clic  riduce  la  seconda  alla 


X-+ -y 

la  cui  primitiva  generale  somministra 


i = o, 


.J(y  — X) 


x-t-y 

ove  à (y — x)  esprime  una  funzione  arbitraria  del  bi- 
nomio y — x:  e per  tanto  avrassi 
i z i 


x-t-y 


à(y  — x). 


(p  — - 

x-t-y 

Quindi  la  equazione 

iz  i 

p — q-t 

7 x-t-y  x-t-y 

sarà  una  primitiva  della  preposta  attuale. 


à{y  — x)  — o 
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Esempio  quarto.  Abbiasi  la  equazione 


<love  le  A,  B,  a,  b,  c siano  costanti. 

Paragonata  questa  equazione  alla  generale , si  ita 
visibilmente 

C~ap-4-bq-4-cz  , e sì  V M che  l’.V  costanti. 

Per  le  equazioni 

/'(</)  ~ Mf’(p)  - O,  f'{q)  - Af'(p)  = o 
dev’  essere 

S—p  -+-M  q — <p  (x,y,  z),  ed  J'—p  -s-  A' q — A (x,y,  z), 
ove  le  ql.  A esprimono  al  solito  due  funzioni  delle  x.y.z. 

Il  primo  di  questi  valori  della  f riduce  la  equa- 
zione (t),  a soddisfarsi,  alla 

g?  (x)  A gl' (y)  gf  • gi' (z)  a gl  -t-  c z 

-+-  q(ATqi'(z)  -+-  b — Mfl(z)  — aM)=  o; 
e però  la  (p  dovrà  soddisfare  le  due  seguenti 
(jV  _ M)f(z)  — a M-t-b=z  o , 

(p'(x ) -t-  A1  <p'(y)  -+-  (p  ( p'(z ) -+-u(p-4-cz  — o. 

Dalla  prima  di  queste  equazioni  bassi 
(p(x,y,z)~hz-k-i(x,y), 

« V — b 

dove  h è posta  per  semplicità  in  vece  di  —, — , e 

la  i è una  funzione  arbitraria:  questo  valore  della  gl 
posto  nella  seconda  delle  medesime  ultime  equa- 
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(a  -+-  h)  l -h  (/»*  -t-  a h -4-  c)  z = o, 


In  quale  per  essere  soddisfatta  da  un  valore  della  i in- 
dipendente dalla  z,  siccome  si  richiede,  è necessario  che 
si  annulli  h‘  -t- ah  -t-c  ossia 

(i’-4-  a'D-abA-^c  A'—  4 Bc):  — 

per  essere  M-*-NzzA,  M N—B,  M’-+-N‘=A‘—2B; 
cioè  è d’uopo  che  sia  identica  la  equazione 

b’-t-a’B  — ab  A -+-c  A3 — 4 c Bzxo. 

Ammessa  quest’ ultima  relazione,  trovasi 

t=.(a-+-h)x-*-it(y — Arx); 

e però  la  primitiva  richiesta  sarebbe 

q -4-  M q — hz  — a x — hx — sr  (y — x)~o 

dove  jr  (y — N x)  esprime  una  funzione  arbitraria  del 
binomio  y — N x. 

La  relazione  necessaria  tra  le  A,  B,  a,  h,  c dianzi 
trovata,  significa,  che  la  equazione 


o — i—  A tx  fi  —4—  B fi  — f—  a tx  -4—  b fi  -4—  c — o 


è decomponibile  in  due  fattori  di  primo  grado,  qualun- 
que siano  a,  fi. 

Conseguenze  analoghe  alle  qui  esposte  si  trovano 
contemplando  l’altro  valore  della  funzione  f,  cioè 
il  [>-+-  N q — A (x,y,  z). 

In  ultimo  applichiamo  la  medesima  tegola  sopra 
esposta  alla  ricerca  delle  primitive  della  equazione 


* 


t 


4 


1 
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Essa,  paragonata  alla  generale,  dà  A—o,  B— — 1, 
2 

e C— p;  e però  sarà  M~  1.  ed  N — — 1;  eie 

x 

due  equazioni 

f(q)-Mf'(p)-o,  f(q)-Nf'(p)~o 
si  riducono  alle 

f'(q)-f’{p)  = *,  f'(q)+f’(p)  = °. 

Comiucerà  a considerare  la  prima:  essa  richiede 
f—q-*-p — <P(x,y,  z);  e questo  valore  della  f riduce 
la  equazione  (1)  alla 

<p'(x)  — <$'(y)  — <p  <p'(z)  -+-/>(  2 <f'(z)  — = o; 

e però  la  finizione  <p  (x,y,  i)  dovrebbe  soddisfare  le 
due  equazioni 

f(z)  — ±=o,  gt'(x)  — tf(y)  — g}-<p'(z)=o. 


z 

La  prima  delle  quali  dà  <p—  — -+-X(x,y),  valore  che 

riduce  la  seconda  alla 

V(x)  — V(y)—^  — ^ = 0, 

la  quale  non  si  può  soddisfare  colla  ).  indipendente 
dalla  1. 

l’asso  a considerare  la  f'(q)  -*-f'(p)  — o : questa 
somministra  p — q -+-  A (x,  y,  z)  per  valore  della 
f(x,y,z,p,q),  il  quale  riduce  la  equazione  (1)  alla 

A'(x)  -i-  A '(y)  — A • A'(z)  -4-p  (a  A'(z)  — = o, 

che  si  decompone  nelle  due 


A'(z)  — i=o,  A'(x)  -t-  \'(y)  — A • A'(z)  = o. 
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La  prima  dà  (x, y),  per  cui  la  seconda 

si  ridurrebbe  alla 

<V(x)-+-cy(y)  — ^ — a * — o, 

la  quale  pure  non  si  può  soddisfare,  col  determinare 
la  J semplice  funzione  delle  x,y. 

Concludiamo  per  tanto,  che  non  vi  è equazione 
della  forma  f(x,y,z,p,q)~o  ossia  alle  derivate 
prime  parziali  , la  quale  soddisfaccia  la  proposta 
attuale  alle  derivate  seconde  parziali. 

Col  metodo  esposto  per  trovare  le  primitive  del 
primo  ordine  della  equazione 


si  possono  trovare  le  analoghe  primitive  del  primo 
ordine  di  qualsivoglia  equazione  alle  derivate  del 
seeond’  ordine,  ed  anco  di  quelle  degli  ordini  superiori: 
ciò  si  vedrà  in  altra  occasione. 
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PARTE  DECIMA 

CALCOLO  DELLE  VARIAZIONI, 

F.  MASSIMI  F.  MINIMI  VALORI  DELLE  PRIMITIVE  DEFINITE. 


LEZIONE  PRIMA 

Delle  variazioni  delle  funzioni 
di  una  sola  variabile. 


3-3.  La  tp(x,v)  esprima  una  funzione  delle  variabili 
indipendenti  x,  v,  il  cui  valore  ^ (x,  o)  cioè  il  cor- 
rispondente alla  v — o,  risulti  p(x)  funzione  della  x;  e 
lo  sviluppo  ordinato  secondo  le  potenze  della  v riesca 

p (x)  ■+•  v ^(o)  -+- — -4-  ecc. 

Le  quantità  t//(o),  fl'(o),  - - -,  elle  sono  quei  va- 
lori delle  derivate  parziali 

(dt(x,o)y  (d‘tJx,o)y 

i quali  corrispondono  alla  erro,  si  indicheranno  coi 
simboli  p,  p,  - - - e si  chiameranno  variazioni  della 
funzione  p (x)  e ordinatamente  variazione  prima,  se- 
conda,   . Così,  la 

. v*  *• 

<p(x,v)  ossia  p(x)-+-vp-+-—p-+- ecc. 

chiamerassi  la  variata  della  stessa  p(x);  e la  variabile  v, 
per  evitare  la  confusione,  chiamerassi  talvolta  quantità 
indeterminata  o semplicemente  indeterminata. 
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3^4-  La  variazione  prima  della  (fi  ( x ) può  essere,  ed 
in  generale  sarà,  una  funzione  arbitraria  della  x.  Di 
fatto,  i(x)  esprima  una  funzione  qualsivoglia  della  .r 
ed  indipendente  dalla  gl  (x). 

Si  ponga  la  variata  della  $(x)  cioè  ^x,v)  eguale  a 

gl  (x)  -+-  v i (x)  -t- X (x,  v) , 


ove  X (x, v)  sia  tal  funzione  che,  il  valore  di  essa  e 

quello  della  sua  derivata  corrispondenti 

alla  v~o,  siano  entrambi  nulli. 

Questa  variata  della  $(x)  dà  evidentemente 


(^)=ìwKt^> 

e però,  essendo  zero  il  valore  di  f corrispon- 

dente alla  v — o,  sarà  ^'(o)  ossia  (p—i (x)  cioè  la  va- 
riazione della  gf(x)  eguale  alla  i(x)  funzione  qualsivo- 
glia della  x.  Altrettanto  ha  luogo  per  le  variazioni 
degli  ordini  superiori;  anzi  tutto  ciò  si  può  ritenere 
per  evidente,  giacché  infinite  possono  essere  le  variate 
della  gl  (x). 

Ammetteremo,  come  succede  generalmente,  che 
le  variate  delle  derivate  $'(x),  #"(x), siano 


fdy[x,v)\  ( d’  rp(x,  v)\ 
\ dx  y\  dx‘  )' 


cioè  che  siano  le  derivate,  prese  rispetto  aneli’ esse  al- 
la x,  della  tp  (x,  v)  variata  della  gl  (x). 

5g5.  Essendo  le  variazioni  delle  derivate  gl'(x), 

gl"(x), , i valori  delle  quantità 

Tom.  II. 
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( d‘$(x,v)\  ( d'iP(x,  k)\ 

v dxd»  y \ dx‘d*  )• 

corrispondenti  alla  v ~ o , e queste  identiche  alle 
, - - - i cui  valori  corrispondenti 

alla  i>  — o sono 


risulta,  che,  le  variazioni  delle  derivate  (p'(x),<p"(x), 

sono  identiche  alle  analoghe  derivate  della  variazio- 
ne tjf.  Ed  in  generale,  si  può  ritenere,  che,  la  varia- 
zione n esima  della  derivata  m esima  di  qualunque 
funzione  della  x,  è identica  alla  derivata  mesima  della 
variazione  n esima  della  stessa  funzione. 

Le  variazioni  delle  derivate  e le  derivate  delle 
variazioni  della  <p  (x)  si  indicheranno  coi  simboli 


5^6.  Se  il  valore  della  variata  ip  (x,  v)  corrispon- 
dente alla  x = a dovesse  eguagliare  p («)  avrebbesi 

(p„  v <pa  -+-  — <pa  ecc- — 7*o  qualunque  sia  l’inde- 
terminata v;  e però  sarebbero  (pa  ~o,<pa~o, cioè 

sarebbero  nulli  i valori  delle  variazioni  (p,  <p, 

corrispondenti  alla  j — a. 


Così,  se  il  valore  della 


corrispon- 


dente alla  x ~ a dovesse  eguagliare  > avreb- 
bonsi  (p'a'—o,  Ìpi*ì — o,  - - -;  vale  a dire  i valori  delle 
variazioni  della  ( r)  corrispondenti  alla  x: —a  sa- 
rebbero nulli. 
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Similmente,  si  osservi  che  i valori  di  alcune  o di 
tutte  le 

«**(%*> 

corrispondenti  ad  uno,  o a due, valori  individuati 

della  x possono  essere  eguali  ordinatamente  a quelli 
delle 

<p'(x),  <p"(x), $«>(*) 

corrispondenti  rispettivamente  agli  stessi  della  x,  come 
abbiamo  supposto  dianzi,  e non  ostante  rimanere  affat- 
to nrhitrarj  * valori  delle  variazioni  p,(p',<p",  - - - (p(nì; 
(p,  (p',  <p",  — - (Jfln); corrispondenti  agli  altri  infi- 

niti valori  della  x.  Ciò  si  rende  manifestissimo  inten- 
dendo colle  x,  <p  (x)  le  coordinate  di  una  linea;  giacché 
infinite  sono  le  linee,  che  possono  passare  per  due  o 
più  punti  corrispondenti  a coordinate  date. 

377.  Se  in  una  espressione  formata  con  una,  o due, 
o più  quantità,  le  quali  siano  altrettante  variabili,  od 
anco  alcune  siano  le  derivate  delle  altre  di  esse,  si 
cambieranno  queste  medesime  quantità  nelle  rispettive 
variate,  la  espressione  risultante,  si  chiamerò  la  varia- 
la della  prima;  e se  tal  variata  si  svilupperà  in  serie 
ordinata  secondo  le  potenze  della  indeterminata,  che 
entra  nelle  variate  delle  sue  componenti,  il  coefficiente 
della  prima  potenza  di  questa  indeterminata  esistente 
nello  sviluppo  si  chiamerà  variazione  prima  della  me- 
desima espressione,  il  coefficiente  della  metà  del  qua- 
drato della  stessa  indeterminata  si  chiamerà  variazione 
seconda  della  stessa  espressione;  e così  di  seguito. 

Queste  variazioni  si  indicheranno  con  simboli  ana- 
loghi a quelli  già  usati  per  indicare  le  variazioni 
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della  (p  (x)  ; per  esempio , se  la  espressione  sari  indicata 
rolla  Q,  lesue  variazioni  si  indicheranno  coi  simboli 
Q,  Q , ; dimodoché  la  variata  della  Q sarà 

a 

• 1»  .. 

Q-4-vQ-+-  — - Q-*-  ecc. , 

ritenuta  v la  indeterminata. 

Ciò  premesso , (lassiamo  a trovare  le  variazioni . 
elio  occorrono  in  molte  occasioni:  e cominciamo  a tro- 
vare quella  della  funzione  f (x,  y,  y,y",  - - -) , suppo- 
sto che  , esse  variazioni , traggano  origine  dalla  variata 
della  y, 

Nella  funzione  f (x,  y,  y',  y",  - - -)  si  ponga  in 

• \f  •• 

vece  della  y \a  y v y -+-  — y •+■  ecc.  sua  variata,  cd 


in  vece  delle  y',  y" , - - - si  pongano  ordinntamente 

v*  ..  . e* .. 

y'-+-  vy'-t — y~t-ecc.,jr"-t~  vy”-+-—y'- t-ecc.,  ---, 

che  sono  le  derivate,  prima,  seconda,  — - della  stessa 
variata  della  y;  e si  avrà 

f{x,y-*-vy  + -y-+-  ecc. , y'-t-  e y'-+- 


ecc 


2 

. ..  V 

y"-+-  v y"-+-  — y"- +-  ecc. , - — J . 
Quest’ ultima  quantità  suppongasi  eguale  alla 


/-+-  vjf  f ecc. 

e le  J,  fi saranno  le  variazioni  della  /". 

Sviluppando  effettivamente  la  variata  della 


/(*<  y , y,  y", ) 

rolla  regola  esposta  al  $ 41  > «1  eguagliando  questo  svi-  , 
luppo  a quello  supposto  dianzi,  si  ottengono 
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/=/wz+/  (y)  y+r  (y)  y ■+■  ecc.', 
/=/V)  r-n/V)  V')  «ce.  h- 


df  \;j.’jt 


f(y)  /'(/)/-►- /'(/')  y'-*-e  cc- 


-4-  ecc.  -+-  ecc. 


cioè  gli  sviluppi  delle  variazioni  f,f, , ossia  le 

variazioni  richieste. 

3^9.  Vogliansi  in  secondo  luogo  le  variazioni  della 
funzione 

f(x,y,  z, x!,y’,  z1, x",/\  z", );  ’ 

ove  le  derivate  Xf,y>,  d,x/',  - - - sono  tutte  prese  ri- 
spetto ad  una  medesima  qualsivoglia  variabile,  e le 
variate  delle  X,  y,z,  — - siano 

v*--  . v“  ■■ 

x-b-i'X-*-— x-h-ecc. , y -t-  v y -+-  — y ecc. , 

s 

• V .. 

z-+-w  z-\ — z-h-  ecc. . - - 
2 


Sostituendo  nella f attuale  invece  delle x,y,z, 

le  loro  variate , ed  in  luogo  delle  x?,y',d, 

x ",y",d', , le  derivate  delle  stesse  variate 

delle  x,  y,  z,  e sviluppando  la  quantità  risultante 
cioè  la  variata  della  f,  ed  eguagliando  lo  sviluppo 

effettivo  all’  f-v-  v f -4 — ecc.  **  hanno  le  variazio- 
ni richieste  cioè 
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f — f'(x)  x -+-f'(xr)  x'-+- f(x")  x"-+-  ecc. 

-+-  f(y)  y +/V)  P-*-f(y")  P' -*-**■ 

-*-/(  z)z  ) z'  -+-/'(z")  s"h-  ecc.-i-  ecc., 

/ =/(x)  x -+-/'(.z/)  x'-t-  ecc.-t-/'(j)  ^ -+-/’(/)  p-+-  ecc. 

-+-/'(*)  *-*-/'(*')*'  ecc. 

-+-/'(z)s‘-4-/"(z')i'*-M!CC. 


-♦-ecc. 

Osservando , come  sono  formati  gli  sviluppi  delle 

variazioni  f,f, e l’analogia  che  ha  luogo  tra  essi 

e quelli  delle  derivate  della  f,  agevolmente  compren- 
derassi,  come  desumerli  immediatamente  dalla  stessa 
funzione  f 

Per  quello  che  abbiamo  esposto  nel  paragrafo  a55, 
la  variazione  prima  della  fè  riducibile  alla  forma 
xX-*-yY-*-zZ  -+-ecc.-+~  T\ 
posto  X —f(x) — J',(x’)’-+-J',(x")" — ecc. 
y —f(y)  — 7— ecc. 

Z z=f(z)  —f(zly^-f(z")"  — ecc. 
ecc.  - — 

e T —xX-t-x’X-4-ecc.-i-j-  Y-t-pY-*-ecc. 

. i . i 

-t-  zZ  -+-  z'Z-¥-  ecc.  -t-  ecc. , 
dove  X—f\x') — f(x")'-*-e cc.,  X~f(x") — ecc., — 
P =/'(/)-/ VY-t-e CC„  Y=f(y»)~ ecc  - 
Z=f(z'  )—/'(  z")'-+-ecc.,  Z —f'(  *")—  ecc.,  - - - 
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Se  la  variabile  principale  sarà  la  x,  cioè  se 

x1—  i , x"—o,  x"'—o, ; e cbe  la  variata  della 

f( x,  y,  z, y',  z',  - - -)  sia  ciò,  che  si  ha , cam- 

biando le  y,  z,  - - - e le  loro  derivate  nelle  rispettive 
variate,  proposizione  di  cui  è un  caso  particolare  quella 
contemplata  nel  paragrafo  antecedente,  le  corrispoo- 

dcnti  f,  jf, si  potranno  desumere  evidentemente 

dalle  qui  esposte,  omraettendo,  in  queste,  tutti  i termini 

contenenti  le  ir , x',  x", , facendo  negli  altri 

x'—i,  x"~o, , c riportando  le  derivate,  già  prese 

rispetto  alla  variabile  qualunque,  alla  x medesima. 

58o.  Le  derivate  parziali Ji(x),f'(x'),---Jy(y),J,(y')i — 

siano  ordinatamente  denominate  A,  B, — E.  F, ; 

e si  avrà 

f—  A x-+-  Bx r'-t-ecc.  -+■  E y -+-  Fy'-+-  ecc.  -t-  ecc. , 
e d’altronde  (5  r»5) 

f'—A  xJ-+-B  x"-+-ecc.  -¥~Ey-*-Fy"-+-eec. 

Si  formi  la  variazione  di  questo  valore  «Iella  deri- 
vata /'•,  ed  avrassi 

Aj.J+j?,(A’(x)x+A'(x'}x'+ecc.+A'(y)y+A'(y')y+ecc.+ecc.y 
Iix''+x"(B'(x)x+B'(x,)x'+ccc.+B'(y)y+B'(y')y'+ecc.+ecc.yt-ecc.+ 
Ey+y(E'[x)x+E'(x')x,+ecc.+FS'(y)yi-E'(y')y+cec.+ecc.)+ 
Ey"*-y'(F'(x)x+F'(x')x'+ecc.+F'(y)y+F,(y,)y+ecc.+ecc.')+ecc.+e<x\ 
ossia  ir  ( A'(x)x'+B'(xpc''+ecc.+E'(x)y'+F'(x)y  +ecc.+ecc.  V+- 

x'(A+A,(x,)x'+B,(x')xn+ecc.YE'(x,)y'+El(x')y'  4ccc.+ecc.)+ecc.+ 
y[A'(y)x'+B'{y)x,'+txc.+E'(y)y'+F'(y)y"+ecc.+*cc.y- 
y,(E+A'(y)x'+B,(y)x"-i€cc.-¥E'(y)y+F'(y')y'+cce.+ecc.)+ 
ìc"B+y"F+eec. 

cioè  xA’+x’{A+B')+erc.+yE'+ y'(E+F')+ ecc. 
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Ma  quest’  ultima  quantità  è evidentemente  la  deri- 
vata della 

xA  -+-  i'Z?  -t-  ere.  -i-  y E -*-y'F  -»-ccc. 

• valore  della  variazione  f ; adunque  la  derivata  della  f 
e la  variazione  della  f sono  identiche,  qualunque  sia 
la  funzione  composta  f. 

38 1.  La  f(x,  x',  x", y,y',y", ) sia  il  pro- 
dotto x1  ip(x,  y,  p,  q,  r, ) dove 


px'—y',  qx'—p',  rx'=q', ; 

cioè  la  f sia  il  prodotto  della  xr  pel  risultamento , clic 
si  ottiene,  generalizzando  le  derivate  nella  funzione 

<p(x,y,y'(x),  y"(x),---). 

Essendo  f~x'(p,  si  ha 

f— x'  (p-^-x1  <p  — (x  $)’-*- x'  $ — xpf  : 

d’altronde  risulta  evidentemente 

p=p'(x)x+<p'(y)y^’(p)p+<p'(q)q-t-<p,(r)r-+-ecc. , e 
p'=xf'(x)x,^l(y)y'^’lj>)p'+$'{q)q'-*-<p'(r)TJ->-*ec. 
per  cui  si  ha 

x>'(p  — x p'—(x'y  — xy')  <p'(y)  (x'  p—x  p')<p'(p) 

•+-[x'q  — xq')<p’(q)  -I-  (x‘  r — xr’)p'(r)  ecc.  ; 

e però  sarà 

f—(x  $)’-*-  [xfy  — xy'  ) f(y)-^(xJp—xp')  <$'{]<) 

-+-(x'q  — X q')  (p'(q)-t-  (x'r  — x A)  <p'{r)  ■+-  eco. 
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Dalla  eguaglianza  px'—y'  si  desume  x'p-4~x'p=y 
ossia  x'p - p'  x—'y’-bdp  —p'x,  cioè x'p  - ip'—(y-xp)', 

e però  p — q x~  —,(y  — px)'.  Così  dalle  eguaglianze 

qx’—p',  rx’zrjq', si  hanno  le  q — rjcz=.^(p — qx)' , 

r~-sx  = jf(q  — rx)', 

E per  tanto,  posto  y — px~u,  avransi 

• • u • • 

p — qx  = -],  q — rxz 


“MS- 

“ìmb- 


Sostituendo  questi  valori  dei  binomi  y — px, 
p — qx,  q — rx, nel  valore  della  f o nell’equi- 

valente 

(x  f)’+x,{  (y — px)gS'(y) + (p — qx)(p'  (p) + (q — rx)<p(q) + (r—sx)<f(r)  + ecc.  | , 
questo  si  riduce 

(i0,+x'  {*'& u + w (S),+  ecL| 

Ma  per  l’esposto  al  § 37  si  ha 


Adunque  sarà 
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ove  P'  esprime  la  somma  di  tutti  quei  termini  compo- 
nenti la  f , die  sono  derivate  esatte. 

Chiamisi  V il  moltiplicatore  della  u x'  visibile 
nella  espressione  qui  trovata  per  la  f , e pongasi  per  u 
il  suo  valore  y — par,  e si  avrà 

— xp)F-t-P',  ossia  f—yx/V — xy1  V-+-  P'. 

Eguagliando  questo  valore  della  f a quello  espo- 
sto alla  (ine  del  paragrafo  5^g,  si  ha  l’ equazione 

Fx'y  — Vy'x-*-P'—Xx  -+-  Yy^-T, 

la  quale,  dovendo  essere  identica,  dà  le  due  seguenti 
pure  identiche  Vx'  — Y,  — Vy1  — A';  e però  sarà  iden- 
tica anco  la  equazione 

A'l'+  Yy’  = o. 

Se  la  f contenesse  in  oltre  z,  z',  z",  - — ; e fosse 
eguale  ad 

xJ  <p  (x,  y,  p,  q,  r,  — — - z,  pt , q,,  r, , — — 

ove  le  p, , q, , r, , - - - sono  rispetto  alla  z,  ciò  che  le 

p,  q,  r, sono  rispetto  alla  y,  si  troverebbe,  che 

dev’essere  identica  la  equazione  seguente 

• AV-+-  Y y-t-  Z z'-+-  Uv!~  o: 

altrettanto  ha  luogo  qualunque  sia  il  numero  delle 
variabili  analoghe  alle  y,  z. 

58a.  Se  la  equazione  die  si  ha , cambiando  nella 

F(r,  xJ,  x", y,  y,  y", z,  z',  z", )=o 

le  x,y,  z,  — - nelle  rispettile  variate,  sussiste,  sussi- 
steranno anco  le  F o,  F — o,  - — sue  variazioni. 
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Di  fatto,  essendo  la  variuta  della  F zero,  cioè 

. y*  , , 

F ~*-v  F-i — F-*- ecc.  zzo  qualunque  sia  la  v,  si  han- 
no F—  o,  F~o,  - - Anzi  la  F—o  e le  sue  se- 
guenti saranno  conseguenze  della  Fxzo,  per  essere  le 
variazioni  prime  delle  x,y,  z,  - - - le  seconde  delle 

x,y,  z,  - - - e le  variazioni  prime  delle  x,y,z, 

le  seconde  delle  x,y,z, , ecc. 

585.  Vogliasi  ora , la  variazione  prima  della 
f(x,  xf,  x", y,  /,  y", z,  z',  z", ) ammes- 
so, che  le  x,  x*, y,y' , z,z', abbiano  la 

relazione  espressa  colla  equazione 

Ffx.x', y,  y', z,z', ) zz  o. 

La  variazione  J sarà 

/,(x)x-b-/,(x')x'^-Jr(x")x"-t-  ecc.  -+-f(y)y-+-f’(y)y' 
-t- f'(y'Yy"-*-  ecc.  -+- /'(z)  z ecc. 

purché  le 

X,  xf,  x", y,  y,  'y, z,  z',  z", 

abbiano  la  proprietà  o relazione  rappresentata  dalla 
equazione 

F’(x)  i+FVli'+e ce.  -4- ecc. 

-t-  F'(  z)  z -+-  F'(z')  i'-t-  ecc.  = o. 

Dimodoché  cavata  dalla  primitiva  di  questa  equazione 
il  valore  di  una  delle  variazioni  x,y,z  formata  colle 
altre  e le  loro  derivate,  se  occorrono,  e sostituito  que- 
sto valore  nell’esposto  sviluppo  della  f,  avrassi  la  va- 
riazione richiesta.  Analogamente  si  procederà  per  avere 
la  variazione  della  f , quando  le  equazioni  analoghe 
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alla  F—  o siano  due  o più,  purché  il  numero  loro  sia 
minore  almeno  di  due  delle  variabili  inclusivamente  a 
quella  rispetto  alla  quale  sono  prese  le  derivate  delle 
x,  y,z, . 

Cosi  se  si  volesse  la  variazione  della  f,  funzione 
delle  x,  y,  y',  y",  *■ — implicita  nella  data  equazione 

F(x,  y,  x',  y1,  x",  y\ f,f, ) = o 


la  quale  contiene  anco  le  f,  f", derivate  di  esse 

funzioni;  ecco  come  si  potrebbe  ottenerla. 

Questa  equazione  dà  la  F~o  cioè 

F -F  '(j)y-^-F'(x'  F'(y’)y'-+-  F'(x”)x"-t-  ecc. 

-+-  F'fjy-*-  F\f'\j'-*~  ecc.  = o; 

e però  la  difficoltà  si  riduce  a trovare  il  valore  della  f 
avente  quest’ ultima  proprietà.  Limìtiamci  al  caso,  che 
la  F contenga  solamente  lay  e la  f sua  derivata  prima. 
Pongasi  per  semplicità 


-^^F>(x)i+F'{sù+F/(x’)y+F'(y)y^c.)=^, 


F\f) 

F'W) 


— B ; 


e si  avrà  a trovare  la  f avente  la  proprietà 
f-t-  B/-+-  A~o. 

Si  potrebbe  desumere  da  questa  equazione  la  f colla 
ì-cgola  esposta  al  paragrafo  2-8,  ma  stimo  bene  di  de- 
sumerla col  metodo  seguente , che  è quello  usato 
comunemente. 

Moltiplichisi  questa  equazione  per  X funzione  del- 
la x,  ed  osservisi,  che  Xf'—Q.f)' — X'f,  ed  avrassi  la 

X A-*-  (Xf)'+  (DX~  X')f—  o. 
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Determinisi  la  X talmente  da  soddisfare  la  «[na- 
zione X' — BX  — :o,  e sarà 

AX-+-  Q.f)’—  o ossia  X f jA  X — o, 

equazione  die  dà  j'~  — ^ jA  X;  e però  si  conoscerà  la 
variazione f,  quando  si  conoscerà  la  funzione  X. 

J* 

La  equazione  X'  — i?X=:o  somministra  X=e  . 
Quindi  sarà 

> SBrJB  ^ 

f— — e lAe  cioè 

f=-efBjJD(F'(x)i+F'(y)y+F’(x'tf+F'(y)y’ 

H-F\j/')^'-t-ecc.)j^  : 

ove  la  JB  può  essere  primitiva  particolare,  purché  sia 
generale  la  primitiva  della 

[B 

e ( F'(.r)  x-\~F  '(y)y  -+-F’(x,)x'-+-ecc.)  . 

A questa  espressione  della  f si  suol  dare  un’altra 
forma , che  è la  seguente.  Posto 

F(x)  fD_  F'(y)  JB_,  F'(x')  fB_ 

F'(f)C  ~a’  F'(f)e  ~b’ F'{J')e  —c,~~  •“ 

f— — e ^ j(ax+by-¥<tf-^y-*-gx''-\-hy''-k-ecc.),c\ók 

~jBr. 

J— — e I (x(a — A+g" — ccc.)+y(b — d+h!' — ecc.)  + 

|x(c — g'+ecc.J+x'fg — ecc.)fecc.+y(rZ — h'+ccc.)+y'(h — ecc.)+ccc.]'j 


Digitized  by  Google 


206 


LEZIONI 


ossia 


^ J(x(a — c'+g" — ccc.)+y(b — d'+h" — eec.)  j 


/• 


(xfc — g'+ecc)+x'(g — ecc.)+ecc.+j (d — h'+ecc.}+y(h — eoe 

384-  Molle  volte  accade  clie  la  variata  della  <p(x) 
in  vece  di  essere  ip(x,v),  come  abbiamo  sino  ad  ora 
supposto,  è ip(t,  v)  ove  la  t esprime  la  variata  della  x 

. . . v*  ••  . . 

cioè  x-+- vx-*-  — x-4-ecc.;  in  questi  casi,  ammesso 

• J/*  .. 

ip  (/,  v)~!p(x)-+-v(p-{ gl -t-  ecc. , 

le  quantità  <p,  <p, si  chiamano  aneli’ esse  variazioni 

della  gl(x),  ma  diconsi  prese  nella  ipotesi,  che  la  x 
abbia  la  sua  variata;  e sono  esse  differenti  delle  varia- 
zioni sopra  considerate.  Quando  occorrerà  di  usare 
queste  nuove  variazioni,  e contemporaneamente  le  già 
contemplate  sopra,  indicheremo  quelle  già  contemplate 
coi  simboli  (gl),  (gl), . 

Essendo  tp  (e,  v)  ossia 

a » 

(•  V ••  \ • V •• 

x v x -f-  ~x  eco. , vj  = <p  -f-  v <p  — (p  ecc., 

la  gl  sarà  il  valore,  corrispondente  alla  v — o,  del 
binomio 

Ma  per  essere 

. il*  ..  . V'  •• 

irx+fin X-+-ecc.,  si  ha  t'Mxzx- 4--  x-+-ecc., 

i i 

per  cui  i valori  delle  p'(t),  t’(v),  ip'(v),  corrispondenti 
alla  i’  = o,  sono  rispettivamente  gf'(x),x,((p);  adunque 
sarà 

#=:($)-*- X$'(x). 


,)+ecc.  ). 
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Vale  ii  dire,  la  variazione  attuale  della  <p(x)  è eguale  a 
quella  di  essa  sopra  contemplata , più  il  prodotto  della 
variazione  della  x per  la  derivata  della  (p(x)  presa 
rispetto  alla  x medesima. 

Passo  ad  esporre  l’analoga  relazione  tra  le  due 
differenti  variazioni  della  $fln)  (x)  derivata  n esima  del- 
la <p  (x),  ammesso  che  la  variata  di  questa  derivata  sia 

^ cioè  la  derivata  n esinw  presa  rispetto  al- 
la t della  variata  della  stessa  (p  (x). 

— e per  lo  ammesso  sarà 


a 

i (/,  v)  — pw  (x)  -+-  v (x)  -1 (pw  (x)  -i-  ecc.  ; 

e però  la  (p{nì  cioè  la  variazione  della  derivata  n esima 
della  <J>(x)  sarà  il  valore,  corrispondente  alla  v~o, 
delia  derivata  totale  presa  rispetto  alla  e della  & (/,  e), 
la  quale  risulta 

ossia  (/) 

Ma  i valori  delle  t'(v),  corrispon- 

denti alla  e =0,  sono  $u,+1)  (x),  x,  ($  (x))1"’;  adunque 
avrassi 

tpm  (x)  = (<p(x))in)  -t-x^"1-"  (x); 


cioè  la  variazione,  di  una  qualsivoglia  derivata  della 
ip(x),  presa  nella  ipotesi  che  la  x abbia  la  variata,  sarà 
eguale  alla  derivata  del  medesimo  ordine,  della  varia- 
zione della  p[x)  presa  nell’altra  ipotesi,  più  il  prodotto 
della  variazione  della  x per  ld  derivata  dell’ordine 
immediatamente  superiore  alla  stessa  della  <p(x). 
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585.  Troviamo  la  variazione  della  funzione  compo- 
ata  f{Xiy,y>,y>', ) nel  caso,  clie  la  sua  variata  sia 

Questa  variata  si  indicherà  con 

/('>  * v,  r,  - - -)• 

La  variazione  richiesta  sarà  il  valore,  corrispon- 
dente alla  v = o della 

derivata  totale  presa  rispetto  alla  v della  variata  qui 

esposta.  Ma  per  essere 

. v’  ••  • v* .. 

/— x-r-vxH — .r-t-ecc.,  y—y-+-vy-t y-f-ecc., 

2 2 

. y*  ..  • 1»*  .. 

^,'=y_4-K^'-+-— j-4-ecc.,  rp"~y"-t-vy"-+-  — y"-4-eec. 


si  hanno 

f'(v)  — .r-»-^x-4-ecc.,  ffj=i)'+-7+  ecc., 

(^)!=^^^/-4-eCC-'  ’ 

per  cui  i valori  delle  ?,  - - - f'(v),  ^(v), 

(^<T~) ’ ’ co,T‘sPon^ent'  a^a  l’— c 

ordinatamente 


> — o,  sono 


x,  ^ />  y'>  — *>.r>  y"'  — ’ 

e quelli  delle  /'(/),  /'($,  fW’  f'Wh sono 

f'(x)’fl{y)>f'iy,)>f'(y,')>  - - - Adunque  la  variazio- 
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ne  richiesta  cioè  la  f sarà 

f,(x)x+/W+fWy'+f'(/,)y'-+-ecc., 

la  quale  ha  visibilmente  molta  analogia  colla  derivata 

totale  Ac\\af(x,y,y,y", ) presa  rispetto  alla  x. 

In  questa  variazione  della  f sostituendo  per  le 

y y'i  y", i loro  valori  (y)-+-iy,  (yY-*-xy", 

(y)  '-+-x y > - - -,  trovati  nel  paragrafo  antecedente, 
si  lia 

/-(  f'(xW(y)y+f>(y)y'+f(y  V"-t-  ecc.)x-<- 

f'(y)  M -*-f'(y)  (y)'^-f(y')  ecc. , 

cioè 

f='xf 

equazione  la  quale  insegna,  che  tra  le  due  differenti 
variazioni  della  f,  cioè  tra  la/'e  la  (/)  ha  luogo  una 
relazione  analoga  a quella  trovata  tra  le  due  analoghe 
variazioni  della  y. 

Quest’  ultima  medesima  equazione  insegna  anco, 
che,  dalla  variazione  (/)  superiormente  trovata  potras- 
si  desumere  la  f,  cambiando  nella  (f)  le  y, y ,'y 

là  uso  te,  cioè  le  (y),  (yf,  ( y )", nei  binomj  y — iy, 

y — xy,y — xy", , ed  aggiungendo  alla  ri- 

sultante il  prodotto  x f ossia 

x(fvyf'(y)y+fW,->-f,(y)y"+™  <4 

]Mei  binomj  y—iy,  y'—iy,  y'—xy'", 

i simboli  y,  y, significano  le  variazioni  delle 

derivate  y,  y,  — se  si  volessero  le  quantità  equi- 
valenti, ove  vi  fossero  le  derivate  delle  variazioni,  con- 
verrebbe sostituire  in  vece  delle  (y),  (yf,  (y)", le 

espressioni  y — xy,  (j-i//,  (y  — */)", . 

Tom.  II.  4 
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586.  Ora  troviamo  le  variazioni  delle  primitive  di 
funzioni  date;  e cominciamo  con  quella  della  primiti- 
va della  f(x,y,z,y,z',y”, ) presa  rispetto  alla  x 

ed  estesa  tra  due  limiti  dati. 

Le  variazioni  di  una  primitiva  si  indicheranno, 

scrivendo  uno,  due,  - punti  superiori  al  segno 

indicante  la  stessa  primitiva;  per  esempio  jf  signifi- 
cherà la  qui  richiesta. 

Così  i valori  delle  x,y,z,y',  - - - corrispondenti 
al  principio  o primo  limite  della  primitiva,  di  cui  si 
dimanda  la  variazione,  si  indicheranno  con 

■*01  j'o»  ®o»  /• - 

e quelli  corrispondenti  all’  altro  limite  con 
■*11  =.i  /n ■ 

Anzi  si  rifletta  ora  per  sempre  che  all'  occorrenza 
per  indicare  i valori  di  qualsivoglia  quantità  corrispon- 
denti ai  limiti  di  una  primitiva  si  useranno  anco  per 
essa  simboli  analoghi  a questi. 

Avuto  riguardo  a ciò  che  si  disse  ( $ 84  ) la  primi- 
tiva di  cui  cercasi  la  variazione  sarebbe  indicata  colla 
scrittura 

x,y,  =,  /,  z\  y", )dx  : 

ma  per  semplicità  s’indicherà  colla 

1 51  y 1 z'>y ) dx  ed  anco  colla  Jfdx 

sottintendendo  la  prima  : analoghe  semplificazioni  si 
adotteranno  anco  per  indicare  altre  consimili  primitive. 

La  variazione  dimandata  sarà  il  coefficiente  della 
e nello  sviluppo  della  primitiva 
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ff(x,y-*-vf  -f-ecc.,  + ecc.,  y'-t-  vy*-*-  eco. , 

z'-t-  v s'-s-  ecc. , y~ t-  ecc. , ) d x 

ossia  della  vf-+-  —f  -f-ecc.j  d x;  e siccome  que- 

sta equivale  alla 

• 

Jf dx-*-v Jfdx-v-  -Jfdx- t-ccc.; 

così  Jf  variazione  richiesta,  sarà  Jfdx  primitiva  della 
f,  presa  rispetto  alla  x anch’essa  ed  estesa  dalla  x — xa 
alla  x~xl. 

Denomininsi  T0,  T,  i valori  della  T (5  379)  cor- 
rispondenti alla  x~x0,  x~xt;  e la  variazione  ri- 
chiesta si  ridurrà 


■Y  -\-z7jdx 


T \ 


-—r 

* o • 


Se  i valori  delle  variate  delle  y,  z,  y',  z',  y",  - - - 
corrispondenti  alla  x~xa  dovessero  essere  costanti 
ossia  eguali  ordinatamente  a quelli  delle  stesse  y,  z,  y', 
z',y",~~-  corrispondenti  al  medesimo  della  x, ed  ana- 
loghe proprietà  avessero  luogo  pei  valori  di  queste 
quantità  corrispondenti  alla  xzx.xt,  le  variazioni 


?o>  — 


($  576)  sarebbero  nulle;  e però  la  richiesta 

//(*>  *.  y>  y'» ) dx 

si  ridurrebbe  alla  sola  prima  sua  parte 
f(Y  y-*-Z  z)dx. 

Così  se  le 

j0>  *0-  ri»  *ó»  yó'>  — ; *.»  yi>  *J»  ri'»  — 
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dovessero  avere  relazioni  rappresentate  con  date  equa- 
zioni 

d y^  yó*  “ * " * " ■)  — ° » 

® ^i»  si > " ~ .To’ ) *—  ° 

“ ” “ ” ” — ” — — — — — — — — — — —, 
le  quali  dovessero  sussistere  anco  per  le  variate  delle 

medesime  y0,  ;u,  yt, lo  sviluppo  della  variazione 

//(x,  y,  z,  y',  z\  y", ) sarebbe  ancora 

j(Yy-*-ZÌ)dx-*-Ti-T0, 

ma  le  variazioni  y0,  yt,  z0,  a,,  y'Q , - - - contenute 
nella  sua  parte  T,  — T0  avrebbero  tra  loro  le  relazioni 
seguenti 

A'{y0)  fo  -+-  A’(z0)  za  ecc.  = o , 

B Ir i ) -*-■ & (=,)  z,  ■+•  ecc.  — o,  - - - , 

mediante  le  quali  si  potrebbero  eliminare  dalla  medesi- 
ma variazione  tante  delle  y0,  z0,  yt , , quante  sono 

queste  ultime  medesime  equazioni. 

Sebbene  le  variate  delle  y,  z,  y,  - - - debbano  es- 
sere ijrn  quelle  soddisfacenti  le  condizioni  ammesse  qui 
sopra  ai  limiti,  nulladimeno  le  variazioni  y,  z contenute 
nella  J(^Yy-*-Zz^dx  rimarranno  arbitrarie  (5  3^6  ). 
58t.  Vogliasi  in  secondo  luogo  la  variazione  della 

Jf(x,y,z,y',z',y",z", )dx  nella  ipotesi,  che  i 

limiti  della  primitiva  della  variata 

/(x,y-¥-vy-^-ecc.,  z-^-vz -t-ecc.,  y'-t-vy'-t-ecc., 

z'-t-ez'H-ecc.,  y"-*-vy"~ t-ecc.,  - — j 
debbano  corrispondere  alla 

x — x0-t-v x0 -t-ecc.,  ed  x =jr,-t-  vx,  -+-ecc. 
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Chiamisi  F[y)  una  funzione  della  u formata  colla 

• va 

(i,  come  la  variata  della  f cioè  y'-t-ecc.è 

formata  colla  x;  e la  primitiva  ultima  sarà  J F(u)du 
estesa  dalla 


u — x0  -t-  k x0  -+-  ecc.  alla  «z:xI-+-vxI-4-  ecc. 


Ma  pel  $ 86  quest’ ultima  primitiva  è eguale  alla 
dll\ 


fF(x-hvx-*-e cc.,^ 
c d’ altronde  bassi 


42* 


estesa  dalla . 


}allax=x,; 


ldu\ 


F(x+ vx+ccc.’p=F+  vxF'(x}+ecc.,  e ( — j— i+vx'+ecc., 

per  cui  F'(x-\-  vx-t-ecc.)  risulta 

F-t- v(xF'-»-x'F)-<-ecc.  ossia  F-t-  v(xF)f  -+-  ecc. , 

dove  la  F è evidentemente  la  stessa /-*-»/•* f -t-ecc.; 

adunque  la  primitiva  di  cui  si  parla , sarà  eguale  a 
quella  della  quantità 

ecc.  v (x f -t-  vxf-y-  ecc.)'-t-ccc.  cioè  sarà 

dx-y-vj  (/-+-  (x /)')r/x -t-ecc. , 

ove  le  indicate  primitive  si  debbono  tutte  estendere 
dalla  x=x0  allax~x,.  Quindi  Jf  variazione,  «pii 
richiesta,  sarà 


/(/V(x/Y)dx  ossia  //dx-+-(x/),—  (x/)„, 

intendendo  coi  simboli  (x f)0,  (x f)x  i valori  del  pro- 
dotto x f,  corrispondenti  alla  x~x0,  x=x,. 

Sostituendo  in  questa  variazione  in  luogo  della  f, 
che  significa  la  (/)  sopra  usata,  il  suo  valore  f — xf 
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essa  si  riduce  alla  forma  seguente 

(*/).  — -+-  / {/—  x/0  , 

in  cui  la  parte f — x f si  può  trasformare,  come  si  è 
fatto  al  J 5^9,  ritenuta  la  x'  = 1. 

E qui  fo  riflettere,  che  la  Jf  si  ritiene  comune- 
mente sotto  la  forma 


/ ( x'/ — xf-+-  (*/T  ) ovvero  i/-+-/ (x'f—xf). 
388.  In  terzo  luogo,  vogliasi  la  variazione  della 


z>  x'.y,  z',  x",y", ), 


ove  le  derivate  si  suppongono  prese  rispetto  alla  r va- 
riabile qualunque,  e la  primitiva  debba  esser  presa 
rispetto  alla  r medesima,  ed  estesa  tra  due  biniti  dati. 

Le  variate  delle  x,  y,  z,  x',  y’,  5',  x",  y", 

siano  le  funzioni 


x\r,  v),  y(r,  v),  s (r, 


- ossia 


x-+-rx-t-ecc  , y-*-vy-+-ccc.,  z -+-  v 5 -+-  ecc. , 
x'-i-  v x'-f-  ecc. , y1- 1-  cy'-t-  ecc. , ; 

cosicché  i valori  di  queste  variate  corrispondenti  ugli 
estremi  della  primitiva  siano 


x0H-vx0-4-ecc.,  y0-*-vy0- 4-ecc.,  zo-t-vz0-f-ecc., 

x'u-*~vx'0-4-(xc.,  yi-*-vy'0-t-txc., ; 

x,-s-v.r,  -4-ecc.,  yt -+- vy[  ecc. , z,  -+-  rz, ecc. , 
xj-f-vxj-t-ecc.,  ,y(-+-vy{-+-ecc.,  - — . 


La  variata  della  primitiva  sarà  la  primitiva  della 
/-*-*'/  -+-  —f-*-ecc., 
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ove  f esprime  la  variazione  della  f esposta  nel  5 585. 
E per  tanto  la  variazione  dimandata  sarà  Jfdr  ossia 

/( AÌ-+-  rj-+-Zz)Jr-*-Tl  — T.&  379) 

ove  la  primitiva  deve  essere  estesa  tra  i medesimi  limiti 
della  Jfdr,  e le  Tt,  Ta  esprimono  al  solito  i valori  del- 
la T introdotta  ed  usata  nello  stesso  paragrafo  citato. 

Quando  la  funzione f(x,y,z}x' y'  ,z'  ,x"  ,y” , — ) 
siu  riducibile  alla  forma 


x’<p(x,y,  z,  p , -p  (£,).-  - 

siccome  accade  quasi  sempre,  si  La  f—[f)-+-(xf)r ; 
e però  sarà 


die  è la  slessa  di  quella  trovata  nel  paragrafo  an- 
tecedente. 

289-  8e  le  x0,  y 01  — u,  <ti,  y iì  t[,  xa,  yny  - - - clic 
corrispondono  ai  limiti  della  primitiva  Jj'dr  contem- 
plata nel  paragrafo  antecedente,  avessero  una  o più 
relazioni 


A (x„,  y0,  z0,  x, , yt , z, , x',  y'u , - - -)  = o, 

B (x0i  y0 , x, , y, , z, , x0,  y'a , - - -J  — o,  - - - 

le  quali  dovessero  sussistere  anco  per  lex„-»-t'x0-i-ecc., 
iy0-t-v^'0-4-ecc. , - - - variate  di  esse,  la  variazione 
della  medesima  primitiva  Jfdr  sarebbe  tuttavia 

J{Xx-*~  Yy-t-Zz)dr-*-T,  — T„; 

ma  le  variazioni  x,„  ya,  z0,  xt,  yt,  zt>  xj, con- 

tenute nella  sua  parte  T,  — Ta  avrebbero  le  relazioni 
seguenti 


ai  6 lezioni 

A'(xa)  .r0  -+-  ^(xj  x,  *+• ecc  = °> 

B'(x0)  x0  -+-  B'(xt)x,  -i-  B'Ij'J  y0  -+-  ecc.  = o, 


colle  quali  si  potrebbero  eliminare  tante  delle  medesi- 
me variazioni  x0,  y0, quante  sono  queste  stesse 

equazioni. 

Per  dare  un  esempio,  troviamo  la  variazione  della 
s~ z'‘)dr  ammesse  tra  i limiti  le  equa- 
zioni A (x0,  y0,  z0)=o,  B(xt , yt)  — o,  C(x,,  z,)=o; 
cioè  troviamo  la  variazione  della  s lunghezza  di  una 
linea  avente  il  primo  termine  nella  superfìcie  rappre- 
sentata colla  equazione  A~  o ed  il  secondo  nella  linea 
rappresentata  colle  B~o,  C — o. 

In  questo  caso  si  hanno f'(x)~f(y)—f(z)~o, 

/'(•r')=7  »/(/)=  jr./'(s')  =7.  però  sarà 


Xx+ Yy+Zz~ 


-(S  *-{£)' r-£>)'*’eT=^x*Sy+z'z) 


supposto  le  derivate  indicate  nella  T prese  rispetto  al- 
la x,  e conseguentemente  sarà  anco 

T,  =7/(xi -*-*!*.)> e ro=p(*0-*-yly0-*-*!,io)- 

so 

Ma  dalla  equazione  A ~ o si  ha 

A'(x0)  xa  A'(y0)  y0  -4-  A'(za)  è0  — o 


ovvero  *o=(^|)  *o-(^).To  P*r  ^ 

A'(x^A'(z0)(^j=o,  A'(yJ+(j£)  A'(z0)= o; 
e dalle  due  B — o,  C = o hansi  similmente 
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per  cui  risulta 

r“=('^(è)  rf)  (fe)  *0  §• 


dove  le  (y[) , (z{)  cioè  le  , z[  poste  tra  due  parentesi 
significano  le  derivate  delle  yt , z,  date  dalle  due  elui- 
zioni B(x,  ,y,)zzo  , C(x, , z,)^ro.  Quindi  la  variazione 
ricliiesta  sarà 


-/((?)  "-(7)  -M?) 


Si  osservi  che  ( 1 — (30  z«  )~J  ^ prodotto 

di  or, ( *-+- (s«)*)  I**  coseno  dell’angolo  com- 
preso dallalinea  di  lunghezza s con  quella  rappresentata 
colle  equazioni  B — o,  C~  o;  ed  anco  che  le  quantità 


sono  i prodotti  delle 


rispettivamente  pei  coseni  degli  analoghi  compresi  dal- 
la retta  toccante  la  medesima  linea  di  lunghezza  s nel 
punto  corrispondente  alla  ordinata  jru  e dalle  tracce 
esistenti  nei  piani  coordinati  delle  x,  5;  y,  z di  quello 
che  è tangente  la  superficie  rappresentata  colla  equa- 
zione A (x0 , y0,  z0)  — o nel  punto  in  comune  colla 
linea  dell’arco  stesso  s. 

Spo.  Se  le  x,y,  z,  x',  y',-~-  avessero  La  relazione 
F(x,y,  z,  x',  y1,  z',  x",  ---)=;  o,  la  variazione  jf  dr 
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sarebbe  ancora 

f(Xx-*~Yf-*-ZÌ)dr-+-Tt  — T0, 
ma  le  x,  y,  z avrebbero  la  relazione  seguente 
F'(x)  x F'(y)  y F'(z)  a,  -i-  F'ix')  x'  -4-  ecc.  = o; 


cioè  la  variazione  della  primitiva  Jfdr  sarebbe  ciò , 
cheavrebbesi,  sostituendo  nella  medesima  dianzi  esposta 
in  vece  di  una  delle  x,y,  ’z  il  suo  valore  desunto  da 
quest’  ultima  equazione. 

Per  esempio,  se  fosse  l/(x/>-+-y'  " -t-z'  ')  e la 

F contenesse  le  sole  variabili  x,y,  z per  cui  avrebbesi 

F'(x)x-*-F’(y)f-*-F'(z)i=o  ossia  i=(d£jx-^(^)y 

per  essere  F'(x)-*-F'(z) )=°»  F'(y)-+-F  '(z)(-^)=o, 
la  variazione  Jfdr  risulterebbe 


\y\dr+Tt-Ta. 


Quando  la  equazione  F=  o contenga  anco  le  de- 
rivate x',  y',  z', si  suole  presentare  la  variazione 

della  primitiva  in  quest’ altra  maniera.  Avendo  luogo 
la  equazione 


,F'(x)x  -+-  F'(y)y  F'(z)  z •F'(x')  x'-f-  ecc.  r=  o , 
la  variazione  Jf  ossia  Jf  \x,y,  z,  x', ) è eguale  a 


/ (x/(x)  -+-  =/(*)  -+-  £/’(*')  -+-  “c. 

-4-  l{xF'(x)  -*-yF’{y)+'zF'(z)  + k'  F'(x')))dr 
qualunque  sia  la  quantità  indicata  dalla  X. 
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Ma  (S  579) 

xf(x)  +yf(y) + if(z)  + x'/'(x') + ecc.=A'i+  Yy+Zz+T'-, 

e con  un  processo  analogo  all’esposto  nel  medesimo  pa- 
ragrafo citato  trovasi 

XF'(x)  i -+- \F'(y)y+  XF'(z)z-v-XF'(x')  i'-+-  ecc. 
=(X)x-+-(Y)y+(Z)£-*-(7Y,  dove 
( X)=XF'(x)  — (XF'(xJ))'-^  ecc. , 

( Y)=XF'(y)  - (XF'(y))'->-  ecc. , 

(Z)=XF,(z)—  (XF'fz' ))'->- ecc. , e 
( T)=(X)i  + (Y)y  + (Z)i  + (A )x'+  ( Y)y+  (Z)  iV  ecc.  ove 

(X)=XF'(x/)—  (j,F'(x"))'-+-ecc. , 

( Y)-XF’(y')  _ (XF>{y"))'+  ecc. , 

(Z)=XF'(  z'  ) _ (XF’(z"))'-+.  ecc. , 

(X) z=XF'(x")—e cc., 

(Y) =ÌF'(y")  — ec c. , 

(Z) z=XF’(z")  — e cc., ; 

adunque  la  variazione  esposta  si  ridurrà  anco  alla 
seguente 

/{(A-K*))i+(  Ytyy+izyzfyjtir+T^rj-T^Ty, 

e conseguentemente,  se  si  disporrà  della  quautità  X 
talmente  di  annullare  il  coefficiente  di  una  delle  va- 
riazioni x,  y,  z,  la  richiesta  ridurrassi  a ciò  che  ri- 
marrà: per  esempio,  determinando  la  X col  soddisfare 
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la  equazione 

Z-4-(Z)=o  cioè 

f'(z)  — f(z')'-*-f(z")" — ecc. 

-t - X F'(z)  - (X  F'(z')y  -f-  (X  F ecc.  = o 
la  richiesta  variazione  risulterà 

/{(A’-HA))Jr-r-(  Y-H  n)r}  d^-Tt-+iTl)~T0-{TJ. 

• i»*  .. 

591.  Se  la  primitiva  della  variata _/-hv/h — f~t-ecc. 

dovrà  essere  eguale  alla  primitiva  della  f , cioè  se  la  Jf 
non  varierà  variando  le  sue  componenti , si  avranno  le 
equazioni 

jjdt  — O,  J ) ds  — o,  Jfdszxo, : 


e se  ciò  dovrà  aver  luogo,  qualunque  siano  i limiti  co- 
muni di  tali  primitive,  insieme  a queste  equazioni  sus- 
sisteranno le  loro  derivate,  che  sono 


j—  ; 

anzi  le  f —o,  f — o,  - - - saranno  altrettante  con- 
seguenze della  jf—  o;  perchè  le  variazioni  prime  delle 
x,  y,  z sono  le  seconde  delle  x,y,  z,  e le  prime  delle 
x,y,  5 le  seconde  delle  x,y,z,  e così  delle  altre.  Di- 
modoché la  invariabilità  della  primitiva 

//(r>7>  z>  *'« S>  z'y  x",y" , )ds, 

qualora  gli  estremi  siano  qualsivogliono,  sarà  rappre- 
sentata colla  sola  equazione  j—  o cioè  colla 

f{x)x-k-f(y)y  -4-f(z) i-*-f(x')i'->-f{y')‘y'->-f(z’) z' 
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392.  Troviamo  la  variazione  Jf,  ove  la  f esprima 
una  funzione  delle  x,  p,  q,  r,  - - - e della  fx  altra  pri- 
mitiva di  una  funzione  <p(x,  y,  p,  q,  r , - — ):  le 
p,  q,  r,  - - - hanno  lo  stesso  significato  supposto  per 
esse  nel  § 58 1. 

Per  semplicità,  suppongasi  f ~a'  •+■  Pf[ , e però 
/=*-*- Pf, , ove 

n'=/'(x)  -+-/'(  j)y'~t-f,(p)p,-+-f'(q)  q'-^-f(r)rJ-¥-  eco. 

« =f(x)  x->~f'(yìy  P -*-f'(fl)<}-+-f(r)r-*-ece. 


Dal  $ 58;  si  ha  ff=xf-*-f(j—xf')dx,  e 
però  sarà 

jfdx—xf-t-J («-+ -PJ\ — xa! — Px/[)dx  ossia 
ffdx—xf+f(à—xa!)dx-*-  f P^  — xf'Jdx. 
Ma  dallo  stesso  paragrafo  citato  bassi  anco 

flxxxp-*-J(p — xt p')dx,  e d’altronde f\  ~p , 
per  cui j] — x f\  risulta  eguale  ad  xp+J(p — xp')dx — xp 
ossia  aj(p  — xp')dx  -,  adunque  sarà 
f fdxz=xf+J{à — xa')dx+f9(J(p — xp')dx)dx  ovvero 
ffd  x=xf+ f(à — xa')dx+y f [p—xp')(lx—-jy{i-—xp')dx, 
supposto  Jpdx-Y- 

Se  in  quest’ ultima  espressione  della  Jfdx  si  po- 
nessero in  luogo  delle  oi , a'  i loro  valori  sopra  esposti , 
ed  in  luogo  delle  <p',  p gli  analoghi,  che  sono 

p'(x)  p!  (y)  /-*-  <p'(p)  p'-¥- p'(q)  q'-+-CCC., 

p'(x)  x -+-  p'(y)y  -*-p’(p)p-*~  P'(q)  q -+-  ecc. , 


222 


LEZIONI 


facilmente  si  potrebbero  far  subire  alle 

à — xa',  Q—xfr,  r(jf  — x<p') 

trasformazioni  analoghe  a quella  fatta  per  la  /consi- 
derata nel  paragrafo  38-i. 

Kon  espongo  queste  trasformazioni , nè  estendo  la 
quistione  qui  trattata  al  caso  che  la  f contenga  due  o 
più  quantità  analoghe  alla  ft,  ed  anco  più  variabili 
funzioni  della  x , perchè  ciò  non  presenta  nessuna  dif- 
ficoltà, eccettuata  la  prolissità  dei  calcoli. 

3p3.  Talvolta  occorre  la  variazione  della  primitiva 
di  una  funzione,  nella  quale  vi  sono,  oltre  le  x,  y, 

x’,y,  x", , anco  quei  valori  di  queste  medesime 

quantità,  che  corrispondono  agli  estremi  della  primi- 
tiva: dirò  come  bisogna  procedere  in  tali  casi,  onde 
avere  tali  variazioni. 

Vogliasi  la  variazione 

jf(x,  y,  x',y,  x", xoi  x,  ,y0,jy, , x'„, )dx. 

Cambiando  le  x,y  nelle  rispettive  variate  x-t-vx-4-ecc., 
^H-vj-4-ecc.,  bisogna  cambiare  le  x0,  x, , y0,  yx , 
x'n , - - - nelle 

x0-4- eoe. , x, -+-  V x,  ecc. , y0-*~  v jr0  ecc. , 

> x'0-*-i>x'0-*-ecc., 

loro  variate  corrispondenti;  e conseguentemente  biso- 
gna aggiungere  alla  espressione  j,  già  trovata 

sopra,  la  quantità 

/x,  /'(  rx)  dx  -+-  J Soffro)  d x 
JsJ'iyò  dx-¥-  J x'j'fr'o)  d X -fr-CCC. 

ossia 

x0//'(Xo)  d x -4—  X,  ff'frjdx+yjffro)  d x 

-*~r.  ff(yi)dx-+-x'0  ff(x'0)dx  -t-ecc. 
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ove  le  primitive  debbonsi  estendere  tutte  come  la  prò* 
posta  ; e la  somma  risultante  sarà  la  variazione  qui  ri- 
chiesta. 

Cosi  succede  alcune  volte , che  la  quantità  di  cui 
bisogna  trovare  la  variazione , è la  somma  di  una  pri- 
mitiva analoga  a quelle  qui  sopra  contemplate  e di  una 
quantità  non  soggetta  a primitiva,  ma  formata  coi  va- 
lori delle  x,y,x',y ,x", corrispondenti  ai  limiti; 

tali  variazioni  consisteranno  nella  somma  delle  varia- 
zioni di  queste  due  parti,  di  cui  la  prima  si  troverà  colle 
regole  esposte  ultimamente  e l’altra  con  quelle  esposte 
al  principio  di  questa  lezione. 

LEZIONE  II. 

■ > 

Delle  variazioni  delle  funzioni 
a due  o più  variabili  indipendenti. 

3p4-  Passo  a parlare  delle  variazioni  delle  funzioni 
di  due  o più  variabili  indipendenti;  limitandomi  a quelle, 
che  occorrono  spesse  volte. 

Abbiasi  z~(p(x,y),  e le  x,y  siano  variabili  indi- 
pendenti l’una  dall’altra;  e sia  tp(x,y,v)  la  variata 
della  z cioè 

^1 

tp  ( x,y , v)  — z-*-vz-t-  — i-t- ecc.; 

e vogliasi  la  variazione  della  funzione 

f(x,y,  z,  z',  z„  z",  z'„  z,n ) 

ove  le  z',  zn  z",  - — esprimono  al  solito  le  derivate 
parziali  della  s. 

Sviluppando  la  variata  della  f,  che  è 


LEZIONI 


a 24 


ecc. , 


Z.-+-VZ.  h Zj  ecc 


secondo  le  potenze  ordinarie  della  v indeterminata , ed 

a 

eguagliando  lo  sviluppo  alla  f+vf  +—f+ec c.,  si  hanno 

/=/'(*)  * +/'(=';  i, +/'(*")  *"+/'(*;)  *; +/'(*„)  i//+  ecc. 

/=/'(■)  * +/'(=')  37+/'(z/)  2/  +/'(*")  =V+ /'^D  +/(*//)  *«  + ecc.  + 

ihk)*‘cc- 

Essendo 

i^(*')=(ir(z'))'-i/'(z')')  2-y'(z/)=(z/'(z/))/-ir(z/)<, 

*"/'(*") = ( *W')  - i/v'/y-t- 
*;/w)= (*,/«))'- (*/'(*;)),  - */'(*;); . 

— (z,f(zj  — i/'fzj,),  -4-  z/'fsj,, , 

— — — — — — — — — — — — • " “ "*  ) 

la  variazione  f equivale  a zZ  -t-P'-t-  Oy,  supposto 
z=/(*)-/'(z7-/7zj/^/'(s'T'Hy'(S;)'^/>j//.^c., 

P=z s (f(z’)  — /'( ecc.) -t- i'(f'(z") — ecc.)  -t- ecc. , e 
<?=*(/(*/)— /'(z,),— /'(sJ/+ecc.)+z/(/‘,(s//)— ecc.  )+ecc. 

5g5.  La  variata  della  z~(p  (x,y)  sia  tp  (t,  u,  v)  ove 
/,  u esprimano 


cioè  le  variate  delle  x,  y. 


Digitized  by  Google 


DI  CALCOLO  SUBLIME 


335 


Supposto  \}i(t,u,v)—z-\-v z-ì — z-t-ecc,,  le  z,  z,--- 


variazioni  della  z saranno  differenti  di  quelle  contem- 
plate nel  paragrafo  antecedente.  Troviamo  la  relazione 
tra  z variazione  attuale  della  z e la  sua  variazione 
anzidetta,  la  quale  indicheremo  col  simbolo  (z),  quando 
occorrerà  di  usarla  contemporaneamente  all’  attuale. 

Per  essere 


« ' v „ 

ip(t,u,v)  — z-t-v  z -t-  — z -+- ecc. , 

la  z sarà  il  valore,  corrispondente  alla  v — o,  della 
derivata  prima  della  ip(t,u,v)  presa  rispetto  alla  v co- 
munque contenuta  iu  essa,  cioè  sarà  il  valore  corri- 
spondente alla  v = o del  trinomio 


^(t),!(v)^(u)u'(v)^(v). 

Ma  i vhlori  delle  parti  l'(v),  u'(v),  i}/(v),  cor- 

rispondenti alla  v~o  sono  x,  y,  (z),  z',  z,  ; adunque 
avrassi  z ~ (z)  -t-  x z'-\-y  zt  . 

Supposto  che  le  variate  delle  z',  zn  z",  zj , - - - 
siano  le  stesse  derivate 


/^\ 

/ ’Vdu/ ’ ^ di’)  ’ a/  ’ ’ 

tra  le  variazioni  i,  (z');  zn  (z,)  ; z",  (z");  zj,  (z|);  - - - 
vi  sono  relazioni  analoghe  a quella  trovata  tra  le  z,  (z). 


La  z{J|*  variazione  della  zj^]1  cioè  di 


/ dm"z  \ 
1 \dxmdy,J 


sarà 


Kdjcmdyn 

il  .valore,  corrispondente  alla  vzro,  della  derivata  della 

/ \L  (t  li  v)  \ r 

V — dt'ndun’ — ) Presa  r‘sPetl°  a^a  v>  la  quale  risulta 

/ Jm-HH-,  X \ / Jm+n+i  X \ / rfmnH-i  \ 

\dtm¥'du») 


Tom.  IL 
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u6 

Ma  i valori  corrispondenti  alla  vr=o  delle  parti 

/ d ",+"+iy,  \ / (£"•+»+>  ^ \ / 
l'(vì>  u ri\d»drdun )’  \iltm+'dun )’  \dtmdun*‘  ) 


Kd  v ii  lm  d 
sono  ordinatamente 


r-  v »<"'+■)  »<*>  . 

*>  z(n>  > *Cn+l)J 


adunque  avrassi 


-im> . 
* i«)  - 


\<m> 

70U 


•xz 


e conseguentemente  sarà 

z"-*-y  z\ , s'  = (z),  -+- x z\  -¥-y  z„ , 
z"'-+-yz'/,  z\  =(z);  -+-i  z'/-i-y  z'„ , 

Ìi=(i)»->-*z'ii+j*i,fl • 

5g6.  Se  nella 

f(x)  x +f'(y)y  -* -f[z)  z -+-/'(z')  z'-+-f(z ,)  z, 

*J  ■+■  ecc. , 

die  è visibilmente  la  variazione  prima  della  funzione 


f(x,y,  z,  z',  z„  z",  zj, ) 

cioè  la  f,  quando  le  x,y  abbiano  variate,  si  pongano 
in  vece  delle  z, z',  z, , s",  i' , - — i rispettivi  loro  va- 
lori trovati  nel  paragrafo  antecedente,  si  ottiene 

s~  \f  (x)-*-r(z) z>  z"-+-f(z,)  z\  •+■  ffi') 

-+-/'(*))  */'-^ /■'(*//)  -^-ecc.}  x-+- 

{f(y)  -+-f(z)zt+f(z’)  z'  +f[z,)  -/'(z")  z'/ 

-+-/'(*!)  *//  -*-/'(*/,)  2,,,-s-ecc.}^  -+- 

-+-(=//)/'(*//) 

ossia  f— (/)-*- xf-¥-y'fr 
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Questo  risultaraento  insegna,  che,  tra  le  due  dif- 
ferenti variazioni  della  funzione /havvi  una  relazione 
affatto  analoga  « quella  trovata  superiormente  tra  le 
variazioni  analoghe  della  z. 

597.  Si  potrebbero  qui  esporre,  per  le  attuali  fun- 
zioni composte,  altre  proprietà  analoghe  a quelle  espo- 
ste al  principio  della  lezione  antecedente  pel  caso , cbe 
le  derivate  sono  prese  rispetto  ad  una  stessa  variabile; 
ma  siccome  tale  esposizione  non  presenta  che  la  diffi- 
coltà della  lunghezza  dei ‘calcoli,  cosila  ommetto;  e 
passo  a parlare  delle  variazioni  delle  primitive  dupli- 
cate; ed  in  primo  luogo  trovo  la  variazione  della 

fff  (r,  y,  z,  z',  z„  z",  z', )dxdy 

estesa  tra  limiti  dati  sì  per  la  x die  per  la  y. 

Sostituendo  nella  funzione  fin  vece  della  s la  sua 

* 

variata , e delle  derivate  parziali  delia  medesima  z le 
derivate  analoghe  della  stessa  variata  , si  ha 

/-+-V/-+-— 7-t-ecc. , 

c però  la  variata  della  primitiva  duplicata sarà 

jjf dx  d y -t-  v JJ/dxdy-+iV—fJfdxdy+ecc., 

ove  le  primitive  siano  tutte  estese  tra  i medesimi  limiti 
della  prima;  e conseguentemente  la  variazione  richiesta 
risulterà  Jjf  d x dy  ossia 

ff(ZÌ  + P'-<-  Q)dxdy 

ove  le  Z,  P,  Q significano  ciò  cbe  si  è dichiarato  nel 
paragrafo  A questa  ultima  espressione  della  va- 
riaiionejjfdxdy  si  può  dare  anco  la  forma  seguente 

ffZzdxdy~*-J(Pl—P0\dy:i-f(Ql—-Q^dx 


V 
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ove  P, , P0  sono  i valori  della  P corrispondenti  ai  li- 
miti della  primitiva  rispetto  alla  x,  e , Q0  i valori 
della  Q corrispondenti  ai  limiti  di  quella  rispetto  alla_y. 

3g8.  Vogliasi  in  secondo  luogo  la  variazione  della 
primitiva  duplicata  Jjfd x dy  estesa,  rispetto  alla  x 
dalla  x0  alla  x,,  e rispetto  alla  y dalla  y0  alla  ylt 
ammesso  però,  che  la  primitiva  analoga  della  va- 
riata della  f debba  essere  estesa  per  rispetto  alla  x 

V*  V*  * 

dalla  x0-i-vx0-i — x0-+-ecc.,.alla  x,  -4-vx,h — x,-*-ecc., 
a a 

e per  rispetto  alla  y dall’ 

i** 

y0-+-vy0-*-—yo-+-ecc  > a11’  y,-*-ecc. 

I<a  F(t,u)  rappresenti  una  funzione  formata  colle 
variabili  t,  u,  come  la  f vf-\ f ecc.  variata  so- 

pra esposta  della  f è formata  colle  x,y,  e la  primitiva 
della  variata  della  JJfdxdy  sarà  JjF\t,u)dtdu  estesa  da 

v* ..  . v' .. 

/=r0-+-vx0-4-  — x0-+-ecc.  a fzrx^vx,-*-  — x,-t-ecc.,  e da 


. v ..  . v .. 

u=y9+vy0-+—y0-+-tcc.  a<i 


Trasformisi  la  pridiitiva  JJ  F(t,u)dtdu  in  un’al- 
tra, nella  quale  le  variabili  siano  x,  y aventi  colle  t,u 
le  relazioni  seguenti 

t~x  -t-  v x -*-ecc. , u ~ ^ -t- 1>  ^ ecc. , 


ove  le  x,y--~  possono  essere  funzioni  qualsivogliono  di 
entrambe  le  variabilix,iy,e  pel  paragrafo  a{ó  avrassi  la 
JJ ( f '(jc)u'(y) — t'(y)u'(x ) j /*’(x+vx+ecc. , yrvy + ec c.)dxdy, 

la  quale  si  dovrà  estendere  dalla  x~x0  alla  X—Xt,  e 
dulia  — y0  alla  y—y,,  come  la  proposta  jffdxdy. 
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Sostituendo  nel  binomio  t'(x)uf(y) — t'(y)u'(r)  i 
valori  delle  derivate  t'(x),  u'(y)}  ('(jr),  w'(x),  che  sono 

• • dm* 

ì-t-vx-i-ecc.,  i -t-v^-t-ecc. , vxt-*-ecc.,  vy-t-ecc. 

esso  si  riduce  ad  i-»-e(x,-+-y/)-i-ecc.;  e sviluppando  lu 
F(x+vx+ecc.,y+vy+ecc.),  bassi  F(x,  y}v(x  F'+y  Fj+ecc.  ; 
e per  tanto  la  primitiva  della  variata  della  f sarà  quel- 
la della  (i-+-v(i^-*-j/)-4-ecc.)(F-+-v(xf,,-t-<yi?’<H-ecc.) 
o della  equivalente 

F (x,  y)  + v ((jc'-t-  y,)F-+~x  F’-h-  y F ,)  -+-  ecc. , 
cioè  la  variata  della  primitiva  proposta  sarà 
fjF(x,y)dxdy-+-vj f([x  Fl~*-(y  F),)dx  dy  -4-  ecc. 

In  questa,  pongasi  in  luogo  della  funzione  F il 
suo  valore,  clic  è evidentemente f-t-  v (/)-+- ecc.  si  or- 
dini la  quantità  risultante  rispetto  alle  potenze  solite 
della  v;  e si  avrà 

Jffdxdy  + vff(jj)-*-(xfY-*-(jrf)l)dxdy-+-ecc. 

ove  le  primitive  debbonsi  estendere  tutte,  quelle  rispet- 
to alla  x dalla  x = x0,  alla  x~  x,,  e le  altre  dalla 
y — alla y~yx.  Quindi  la  variazione  richiesta  sani 

jj ((/) -+- (*/)'-*- (j/)/ d xdF’  os*ia 

/ f(Z  z -+- (x/-f-  P)'-+-(y/-+-  <?),) dxdy, 
dove  la  primitiva  duplicata  sia  stesa  tra  i limiti  anzidetto 
3gg.  Vogliasi  in  terzo  luogo  la  variazione  della 
primitiva 

fjfft’?’  z>x' ’ xi’  Zi’  z'>zi’  x">x'n  xn>  ~ ~ ")* 
ove  le  derivate  delle  x,y,  z si  intendono  prese  rispetto 
a due  variabili  indipendenti  qualsivogliono,  e le  primi- 
tive prese  rispetto  a queste  medesime  due  variabili , ed 
estese  tra  limiti  dati  di  queste  variabili  stesse. 
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Ponendo  nella  JJ~f  in  vece  delle  x,y,  z le  loro 
variate 

• a a 

. v ..  . v ..  . v .. 

— x-4-ecc.,  y-*-vy  -+-  — y-*-ecc.,  z-4-vz-+-  ~-z- f-ecc. 

ed  in  luogo  delle  xf,  xr  y\  y n 2/, le  derivate 

analoghe  di  queste  medesime  variate,  e sviluppando  la 
risultante  variata  della  /,  avrassi 

a a 

//(/-*-*'/ -t-^/H-ecc  ) ossia  cc. 

dove/— /(x)i-s-/,(j)j-H/(s)j-f-/'(x')x/-t-/(x/)x/ 

-+-  f(x")  x"h- /'(x1,)  xj  -t-  eco. 


Quindi  la  variazione  richiesta,  sarà  la  primitiva 
duplicata  di  questo  valore  della / estesa  tra  i medesimi 
limiti  della  J/ f. 

4oo.  Se  la  primitiva  duplicata  della  variata  della  fun- 
zione f dovesse  essere  eguale  a quella  della / medesima, 
avrebbonsi  evidentemente  le  equazioni 

e se  questa  proprietà  si  dovesse  verificare,  qualunque 
fossero  i limiti  dille  primitive,  con  queste  equazioni 
sussisterebbero  anco  le  seguenti 


/=  »,  f—o, , 

loro  derivate  parziali  del  second’ ordine;  anzi  la  f—o 
non  che  le  successive  sarebbero  altrettante  conseguenze 
della  f—o.  Dimodoché  la  invariabilità  della  primitiva 

• » V*  .. 

duplicata  della  variata  f -t~  v /-+-  ecc.  sarebbe 

rappresentata  colla  sola  equazione  f—o. 
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401.  Per  ultimo  troviamo  la  variazione  della  primi- 
tiva triplicata  ' 

ffff(x,jr,z,u,u',  ulf'u,u",  n'.'u', )dxdydz , 

ove  i simboli  up  ’u,  u",  u\ , ’u’,  - - - significano  le 
quantità 

fdu\  fdu\  ( d u\  ( d‘  ti\  ( da  u \ ( d‘u\ 
\d^r  \dj)’  } \d^}  \dxdj}  \teTz)' 

derivate  pui-ziali  della  u prese  rispetto  alle  x,  y,  z 
variabili  indipendenti. 

Se  le  x,  y,  z non  hanno  variate,  ed  i limiti  della 
primitiva  triplicata  della  variata  della  f siano  gli  stessi 
di  quelli  della  JJJfdxdydz  la  variazione  JJJfdxdydz 
evidentemente  sarà  la  primitiva  JJJfdxdydz,  dove 

/=/'(«)  ù -*-/'(«')  «/  -+-/'('«)  '«  -+-/>") 

. -+-/'K)  'ù'-h-ecc. 

Non  trovo  la  variazione  della  JJJ fdxdydz,  pel 
caso  che  la  primitiva  della  variata  debbasi  estendere 
dalle 

> r=/u'+-l’jo-*-ecc. , z=zu-f4-i0-r-ecc. 

alle 

t — xl-t~vrI-t~erc.  ,‘yrz:yl-+-vyl-ì-ece. , 2=^,-t-vs,-4-ecc. 

mentre  la  JJJfdxdydz  debbasi  estendere  dalle 
x,  y,  z eguali  alle  x0,y0,  z0  alle  x,y,  z eguali  alle 
x,  ,y, , s,  ; perchè  essa  è facile  ad  ottenersi,  e d’altronde 
si  può  essa  desumere  da  ciò  che  segue. 

4«a.  Vogliasi  la  variazione  della 

JJJ  f(x,y,z,u’,  «*,»'«.  «"»«{/«', '«/."«, )dxdydz, 

nella  ipotesi,,  che  la  variata  debba  essere  la  primitiva 
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fjf/(p’  9>  r>  •*  S'(J>)  - Aq)>  SV)>  *"(pU 

ove  le  p,q,  r,  s esprimono  le  variate  delle  x,y , z,u  cioè 
le  quantità 

x-t-vx-»-  ecc. , y-*-vy-*-ecc. , z-t-vi-r-ecc.,  u-*-i'ù-v-eec. 

La  primitiva  della  qui  esposta  variata  sarà  ( $ a4"  ) 
eguale  alla  primitiva  del  prodotto  di 

./(x-t-vx-t-ecc.^,  j'-t-vy-s-ecc.,  z-*-  vi -4- ecc., 

u -i- v ù ecc. , u'-t-vu'-h-ecc. , — ) 

t pel  sestinomio 

p'W  q'(y)  P(z)  -+-  p/iz)  q'(x)  ’J(y)-*-p'iy)  q'(z)  r'(x) 

— p'(x)  q'(z)  r'(y) — p'(y)  q'(x)  P(z) — p'(z)  q'(y)  ''M 

presa  rispetto  alle  x,  y,  z ed  estesa  tra  i medesimi 
limiti  della 

JJJ/(x,y,z,u,u',  ur'u,u",  u'.V, )dxd ydz. 

Ma  dai  valori  delle  p , q,  r si  desumono 
p'(xf=z  i -t-vx'-v-ecc. , p'(y)z=.vxl-t-ecc,. , p'(z)—\>  'x-t-ecc., 
q'(y)=t-t-vyi-*-ecc.,  q'(x)=.vy-i-ef c.,  q'(=)=v  'V-t-eec., 

u t I 

ri(z)=:i-4-v  'z-t-ecc. , r'(x)~vi'-4-ecc. , r'(y)z=vzl-+-eec., 

i quali  riducono,  il  sestinomio  secondo  fattore  dell’  an- 
zidetto prodotto,  ad 

i v (x'-*-y,  -+-  ‘ z ) -4-  ecc.; 

c d’altronde  lo  sviluppo  del  primo  fattore  dello  stesso 
prodotto,  è 

/-*-  * (/'(*)  i y -+-/'(*)  i -+-/(").  « -+-/'(«') 

-+- /'(«,)  ù,  -4- /'('«)  'ù  -+-  ecc.  ) ecc. 
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v»  .. 

ossia  /-+-  v /-+-  —f  -t-  ecc,  per  cui  il  prodotto  medesi- 
mo risulta 

(/-+-  v f ecc.)  ( r -t-  v (x,-*-y/ -¥■  'z)~ t-ecc.)  ossia 

/-*-  v (/-+-  (x'+X,  -+-'*)/)  ecc.  ; 

adunque  la  variata  della  primitiva  di  cui  si  parla 
risulterà 

fjjfdxdydz- t-v fff(  f '-+-(x'-t-y,-+-  'z) f }dxdydzr+-ecc.; 

e.conseguentemente  lo  variazione  richiesta  sarà 

fff{f  (*'-*-  y,  ■+■  '*)/)  dxdydz. 

Sostituendo  in  questa  variazione  in  luogo  della  y" 
il  suo  valore  {j)  -4-  xf-*-y f,-+-  z ‘f,  essa  si  riduce 
alla  seguente 

SSJ( (/)  *+-  (■*/)'-»"  ( yf  ),  '(*/)  ) à x dy  d z ossia 

JJji  f)dxdy  dz-\~Jf xf dydz- 4- fjy fdxdz-+-jj if dxdy. 

Alla  medesima  variazione  dianzi  trovata , evidentemen- 
te si  può  dare  anco  la  forma 

Sisifi  —jf—xf—  * 7)  dxdydz 

ovvero  la 

SSJif—  xf'— y f,—  z 7)  dxdydz 

/Xfi  dy  dz-+-  Jjyfdxdz -+-  JJzfdxdy, 

la  quale  si  desume  pure  immediatamente  dall’  ultima 
forma  datale,  sostituendo  in  questa  per  (f)  il  suo  va- 
lore  f—'xf'—yf,  — z 7 

Se  la  primitiva  JJJf dxdydz  c la  sua  variata  do- 
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vesserò  essere  eguali  tra  loro  , avrcbbesi  evidentemente 
///(/-*-{*'  -*-?>  't)f)dxdydz~  o ; 

e se  ciò  dovesse  verificarsi  qualunque  fossero  i limiti 

delle  tre  primitive  parziali , si  avrebbe  la  equazione 

è 

f -t-  (x'  -s-y,  -+-  'i)f—  o ossia  — -t-jd  -t-y,  -+-'3=0, 

' la  quale  è anco  sufficiente  per  rappresentare  una  tale 
proprietà  tra  la  primitiva  triplicata  di  cui  si  parla  e 
quella  della  sua  variata. 

4o3.  Non  espongo  per  le  primitive  duplicate  e per  le 
triplicate  gli  altri  casi  analoghi  a quelli  contemplati 
rispetto  alle  primitive  semplici,  perchè  riescono  facili  a 
chi  abbia  concepito  ciò  che  ho  detto  di  queste. 

Due  sono  le  applicazioni  principali  che  si  fanno 
delle  variazioni  l’ima  alla  meccanica  e l’altra  ai  massi- 
mi e minimi  valori  delle  primitive  definite;  noi  faremo 
quest’ ultima  nella  lezione  seguente. 

LEZIONE  III. 

Dei  massimi  e.  minimi  valori  delle  primi  live  semplici. 

4o4-  Si  intenda  colla  f(x,y,y,y", o sem- 

plicemente colla  f una  data  funzione  delle  x,y,y', 
y"j  - - -yin),  dove  la y esprime  una  funzione  indeter- 
minata della  x;  e coi  simboli  x0,  x , ove  sia  x,^>x0 
intendami  due  valori  individuati  della  x.  * 

Se  nella  f si  ponessero  in  vece  della  y differenti 
funzioni  della  x,  si  otterrebbero  altrettante  funzioni 
della  x medesima,  le  cui  primitive  prese  rispetto  alla  x 
ed  estese  tutte  dalla  x=x0  alla  x~x,  ingenerale  dii— 
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ferirebbero  1’  una  dall’altra.  Cerchiamo  quella  funzione 
della  or,  valore  della  y,  che  corrisponda  alla  massima  o 
alla  minima  di  (preste  primitive  definite. 

Per  semplicità  avremo  segnatamente  di  mira,  si  in 
questo  passo  che  negli  altri  suoi  analoghi,  la  massima 
di  tali  primitive;  e col  segno  J continueremo  ad  inten- 
dere la  primitiva  stessa, estesa  dalla  xz=jruallax— jr,, 
di  quella  quantità , che  sarà  da  esso  preceduti  ; e chia- 
meremo <p  (jr)  il  valore  richiesto  della  y. 

405.  Si  ponga  nella  f in  vece  della  y la 

a 

• V ••  . 

y vy  h y -f-  ecc.  sua  variata  ; e si  avrà 

» 

• p 

f vf  - • f ■+■  ecc.  Pel  valore  richiesto  dovrà 

essere 

■j-/-*-«c.)rfx<  ffllx 

almeno  pei  valori  della  variata  dell’jc  prossimi  al  ri- 
chiesto, tra  i quali  vi  sono  i corrispondenti  alla  v pros- 
simi allo  zero,  qualunque  sia  la  variata  della  y. 

La  relazione  qui  esposta  equivale  alla 

v Jj'dx-\ Jjdx  - t-ecc.<^o, 

la  quale  significa  (J  i3i),  che  dev’essere  Jfdx~o  e 
Sfdx<  o. 

Se  in  vece  del  massimo  valore  della  Jf  dx  si  fosse 
considerato  il  minimo,  si  sarebbe  trovato  ffdx—o , e 
Jfdx^>o. 

406.  Cominceremo  a sviluppare  la  equazione  Jfdx~=.o, 
che  ha  luogo  sì  pel  massimo  che  pel  minimo  valore 
della  Jfdx. 

Dal  $ 3^y  si  ha  f —yY  •+■  T\  dove 
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T=yY+y'Y-*-y"Y-* 1 -f*-"Y,  ed 

Y=f'(S)-f 

Y=f'(y")-f{y'")'^ rt/V’)1-’ > 


y=/V1"’); 


e però  la  suddetta  equazione  equivarrà  alla 
J(yY*-T')dx=o, 

la  quale  equivale  alla  seguente  Jy  Ydx-t-  T,  — T0~o. 

Col  simbolo  Tt  intcndesi  il  valore  della  T corri- 
spondente alla  x~x, , e col  T0  quello  corrispondente 
alla  x — x„.  E qui  credo  di  avvertire,  che  simboli  ana- 
loghi a questi  due  si  useranno  anco  per  indicare  i va- 
lori di  altre  quantità  corrispondenti  agli  x,,x0  della 
x,  come  si  b già  fatto  nella  lezione  antecedente. 

Per  essere 


T T 

x I J O 


=x,  y,  y,  -t-yi'  y,+— i -sr'  y, 

-Xo  ro-r'oro-rl'k iri 


la  Tt  — T0  parte  della  equazione  dianzi  trovata  , va- 
rierà unicamente,  eoi  variare  i valori  delle 


y0>y.  >yó»y(>y">  — yò'",)>  yi“‘,>  » 


mentre  JyYdx,  altra  parte  della  equazione  medesima, 
in  generale  varia  anco,  variando  la  serie  di  quei  valori 
della  y , che  corrispondono  a quelli  della  x compresi 
tra  x0,  x,  ; vale  a dire,  le  due  quantità 


JyYdx,  T,-T0 
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sono  indipendenti  l’iina  dall’altra,  e conseguentemente, 
per  la  stessa  equazione,  sarà  separatamente 

JyYdx  = o,  e 7\— ro=o. 

La  prima  di  queste  ultime  equazioni,  per  essere  la 
variazione  arbitraria,  non  può  sussistere,  se  uon  sin 

K=o;  giacché,  se  ciò  non  fosse,  posto y — -p,  avrel>- 

besi  Jy  Y dx  — J \dx~o  per  tutte  le  infinite  fun- 
zioni , che  si  possono  rappresentare  colla  A , il  che  sa- 
rebbe manifestamente  assurdo.  Concludiamo  adunque, 
che,  pei  valori  della  y corrispondenti  alle  massime  o 
minime  primitive  della  funzioneyfx.^y',^', 
debbono  sussistere  le  due  equazioni  seguenti 

Y—o,  T,  — T0  — o,  cioè  le 

f'(y) +/'(/')" ±/V*r= o, 

r,  y,  +y>>  k,+ — +yriì  ^0iWin-r''  ir-  — y= o. 

La  prima  di  queste  equazioni  visibilmente  è alle 
derivate  dell’  ordine  i n esimo , ed  insegna  che  la 
y~gf(x),  dovrà  essere  uno  sua  primitiva;  dimodoché, 
nel  valore  della  y cavato  dalla  sua  primitiva  completa, 
avrassi  la  forma  di  una  famiglia  di  funzioni  della  x , 
alla  quale  apparterrà , come  caso  particolare , la  stessa 
$ (x)  richiesta. 

407.  Vediamo,  come  in  ogni  caso  si  potrà  determi- 
nare l’ effettiva  <p(x),  individuata  funzione  richiesta, 
cioè  come  si  potranno  determinare  le  costanti  contenute 
nella  primitiva  completa  della  equazione 


Y=  o, 
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onde  conseguire  la  sua  primitiva  particolare  y ~ .7!  ( r); 
e per  ora  limitiamci  al  caso , cbe  la  f contenga  le  sole 
x,y.y,  che  occorre  frequentemente. 

Per  questo  caso,  le  due  equazioni  a considerarsi  sono 

f’(y)-f'(SY=o,  y,  Y,-y0Y0=  o„  ove  Y=f'(y'). 

Suppongasi  trovata  la  primitiva  completa  della  prima 
di  queste  equazioni;  e sciolta  rispetto  allay,  somministri 

y=z(p(x,  a,b); 

dove  le  a,b  esprimono  le  due  costanti  arbitrarie. 

Se  la  funzione  della  x , valore  richiesto  della  y , 
deve  unicamente  corrispondere  ad  un  massimo  ovvero 
ad  un  minimo  valore  della  primitiva  J f(x,y,y')dx, 
le  variazioni  y,  ,y0  saranno  arbitrarie  ed  indipendenti 
adatto  l’una  dall’altra  , per  cui  la  seconda  delle  espo- 
ste equazioni  si  decomporrà  nelle  due 

r,— o,  Y0=o, 

le  quali  significano,  cbe  pel  valore  richiesto  della y,  i 
valori  della /'(y1)  corrispondenti  l’uno  alla  x=x0  e 
l’altro  alla  x = x,  debbono  annullarsi.  Quindi,  trovata 
la  f(y’),  cbe  è la  derivata  presa  rispetto  alla  y*  della 
funzione  f[x,y,y')  data,  e sostituito  in  essa  per  y la 

<p(x,a,  l)  e per  la  y'  la  derivata  pj  egua- 

gliati a zero  separatamente  i valori  della  risultante  fun- 
zione in  x,  a,b  corrispondenti  l’uno  alla  i~.r„  e l’al- 
tro alla  x — x, , avransi  due  equazioni  tra  le  a,  b c 
quantità  conosciute,  le  quali  sciolte  rispetto  alle  a , b, 
daranno  per  queste  costanti , quei  valori , cbe'sostituiti 
nella  (p(x,a , b)  la  ridurranno  alla  <p[x)  richiesta. 
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Scia  funzione,  valore  richiesto  della jr , dovesse 
corrispondere  ad  un  massimo  o minimo  valore  della 
primitiva  Jf(x,y,yJ)<lx,  ed  in  oltre  essere  tra  quelli 
aventi  le  proprietà  rappresentate  colle  equazioni 

yu=s<  y,  = h, 

ove  g,  h esprimono  costanti  date;  in  tal  caso,  i valori 
della  y corrispondenti  alle  x0,  x,,  cioè  le _y„,  jl",  sareb- 
bero nulle;  e però  la  equazione 
. « . ' 
ri  y«  —ya  y0  = ° 

sarebbe  per  sè  stessa  soddisfatta  : si  avrebbero  però  le 
due  seguenti 

P (*^o  > a>  g , p (a?j , n,  b)  h , 

le  quali  somministrerebbero  quei  valori  per  le  a,  b,  che 
posti  nella  stessa  p (x,  a,  b),  la  ridurrebbero  alla  richie- 
sta p (x). 

Se  poi  dovesse  esser  soltanto  y u-=g,  cioè  fosse  data 
laj',,,  e non  la^,,  avrebbesi  solamente  jr0~o;  e la  se- 
conda delle  suddette  equazioni  ridurrebbesi  alla 

. ■ i 

Yt  — o,  che  dà  ì\  ossia — o; 

e però  le  due  costanti  si  dovrebbero  determinare  collo 
sciogliere  la  equazione  (p  (xB , a,  b)~  g combinata  con 
quella , che  bassi , eguagliando  a zero  il  valore  della 
corrispondente  alla  y~p  (x, , «,  b).  Altrettanto 
si  dica  pel  caso,  clic  abbiasi  solamente yx  = h. 

In  ultimo,  se  \tya1  dovessero  soddisfare  Inequa- 
zione data  l(yu,yt)  — o:  formata  la  equazione  sua  va- 
riazione ])rima,  che  risulta  j0  £'(yj  -+-jr,  i'(yt)  — o , e 

.1*1  . 

con  questa  eliminata  dalla  yt  Y1  — yo  Y0  — o o la  jr, , 
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ovvero  la  y„ , o meglio  il  loro  rapporto  , si  avrebbe  la 
equazione 

J'.i'CrJ— Yj'(y>)=o>  àoè/n/),  a (y0}—f(y)0  i'(y,)=o: 

si  porrebbero  in  questa  ed  anco  nella  i (y0,  yt)  ~ o per 
> valoi>  delle 

corrispondenti  allax  eguale  ad  x0>  x,  ; e con  dò  avreb- 
bonsi  due  equazioni  pef  determinare  le  a,  b,  e conse- 
guentemente per  individuare  la  <p  (x,  a,  b),  onde  ridurla 
alla  richiesta  ip  (x). 

4o8.  In  generale,  trovata  la  primitiva  completa  della 
equazione 

f(y) -fiyr  -+-f(sr ±/vt" = o , 

si  individuerà  la  funzione  della  x,  valore  richiesto  pel- 
lai, determinando  le  i n costanti  arbitrarie  in  modo 
di  soddisfare  la  equazione 

y,  Y,-+-Ì',  Y ,-t-ecc.  — y0  Y0  — y'0  Y0  — e cc.=  o 

o questa  combinata  colle  già  date  tra  le  yoiy,  > yit 
y[  > - - “ © colle  desumibili  da  esse. 

Le  equazioni  date  tra  le  y0 , y,  ,y'0 , y\ , y ",  - - - siano 

ri  » rói )=°>  B(ya,  yl,y'o,y\ , )=o. • 

Si  combinino  le  equazioni  À — O,  È~o,  - - - cioè  le 

'■*'b'o)jo-+-  ^'(yóìy'o  ecc. = o , 

B'(yjy0  -+-  B'(yi)yi  ■+■  ^'tró)/ó  -+•  ecc,  = o 


alla  T,  —~Ta—0  in  modo  da  eliminare  altrettante  va- 


> 
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nazioni  contenute  in  esse;  si  soddisfaccia  la  risultante  in* 
dipendentemente  dalle  variazioni  rimaste;  e si  avranno 
tante  equazioni , quante  sono  le  variazioni  y0,  y ,,  y'0  , 

y\, meno  il  numero  delle  date  equazioni  A~  o, 

IÌ-ZZ.O : si  pongano  sì  in  queste  che  nelle  risul- 
tanti i valori  delle  ya,  yt,  y'0,  y[, ; c si  avranno 

a n equazioni  tra  le  anzidette  art  costanti,  che  sciolte 
rispetto  a queste  medesime  costanti , somministreranno 
i valori  richiesti  di  esse. 

Per  soddisfare  quest’  ultima  ricerca  si  potrà  anco 
procedere  nel  modo  seguente.  Costituiscasi  la  equazione 

T, — T0-*-aÀ  (ì  B -+-ecc.  ~ o, 

ove  le  a,  0,  - - - sono  costanti,  si  eguaglino  a zero  se- 
paratamente i coefficienti  delle  in  variazioni  y0,  yt  , 
y'0,y[,  - - - ; e dalle  a n equazioni  risultanti  climiniusi 
le  costanti  a,  0,---;  e si  avranno  {§  i5g)  le  stesse 
equazioni  ottenute  colla  eliminazione , dianzi  indicata  ; 
indi,  si  continui,  come  abbiamo  detto  qui  sopra. 

Se  poi  non  vi  fosse  condizione  particolare  tra  le 

Xo rr.-ró-rl» . le  variazioni  y0,  yt,  y’0,  y[  - - - 

sarebbero  tutte  arbitrarie;  e però  le  2 ri  costanti  si  do- 
vrebbero determinare  mediante  le  1 n equazioni  seguenti 

r0=o,  y0= o,—  n=o,  y,=o,  r,=o,  — r,=o. 

409.  Se  nella  funzione  /- vi  fossero,  oltre  le  x,  y,y“ 

y" anco  ley0,yl,y'0,y[,  y'0' , cioè  i valori 

delle  y , y',  y", corrispondenti  ai  limiti  della  pri- 

mitiva Jf,  si  avrebbe  ( § 3g3  ) 

jfdx—fyYdx-+-Tx  - T0-*r-y0  J/'(y0)dx 

-*-7.  ff(Xx)<ix->-y'0  ff(y'0)dx  -+-ecc., 
Tom.  II.  16 
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e la  equazione  ff— 
seguenti 
Y—o, 


o si  decomporrebbe  nelle  due 


j,(y,  -+-ff(y>)‘l*)-*-y{  ( y,  -+- Sf(y[) ì _o 
—y0(  y«  ffiy,)  <lx)  —y'o  ( J'o  ff'(y'o) dx) — «*  J 


e però,  trovata  la  primitiva  completa  della  Y—  o,  e 
sostituito  il  valore  della  y cavato  da  essa  nelle  funzioni 
/'(jo) - f'iy .)•  /Vó)»  /Vi)» i '■  trovate  le  pri- 

mitive definite  delle  funzioni  della  x risultanti  da  tale 
sostituzione,  si  procederà  alla  determinazione  delle  co- 
stanti arbitrarie,  contenute  nel  valore  della  y per  avere 
la  p (x),  precisamente  come  si  è fatto  sopra , cioè  col 
soddisfare  l’ultima  equazione  qui  esposta,  come  si  è 
soddisfatta  superiormente  la 

y,  y—y0  y„+y’i  y.—A  y0-*-ecc.=o. 

Così,  se  la  quantità  , di  cui  si  volesse  il  massimo  o 
minimo  valore,  fosse  ffdx-t-P-b-Q-^-ecc.  ove  P,  Q, — 

esprimono  funzioni  delle  ,r0,  x, , y0 , yt,  y'n, e la  f 

una  qualunque  delle  già  conte. nplate , la  ^dovrebbe 
soddisfare  la  equazione  j’/ì/x -i-  /}-*-^-*-e cc.~o  cioè 
le  due  nelle  quali  questa  si  decompone,  che  sono 

Y ~ o , Vx  — V0  -+-  P -t-  Q -+-  ecc.  — o , 

supposto  / Yyilx-t-Y', — VB  lo  sviluppo  della  Jfdx\  vale 
a dire,  il  valore  della  y richiesto  sarchile  dato  da  quella 
primitiva  particolare  della  equazione  Y~ o,  che  sod- 
disfacesse anco  la  P'l  — Vg  -+-  P -+-  ecc.  =:  o. 

Se  la  f contenesse  solamente  le  x,  y,  le  f,  f sa- 
rebbero 

yf\y) . y f(y)  -*-yf(y)  ; 
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e però  la  equazione  Y~  o,  per  questo  caso,  risulterebbe 
f(y)=:o,  la  quale  sciolta  rispetto  alla  y dà  immedia- 
tamente il  valore  gl(x)  individuato;  dimodoché  il  va- 
lore della  y corrispondente  al  massimo  o minimo  della 
primitiva  jf(x,y)dx  sarebbe  quello  od  almeno  uno  di 
quelli  dati  dalla  equazione  f'(y)~o. 

4 io.  Ora  abbiasi,  come  sopra,  la  funzione 

/(*>  ,r> />  y>  — /"’)> 

e si  abbiano  anco  le  equazioni 

£ (*o>  So)  = o,  X (r „yt)  = o, 

le  quali  esprimono  relazioni,  che  debbano  avere  i va- 
lori delle  x,  y,  corrispondenti  ai  limiti  della  primitiva 
della  /. 

In  questo  caso,  assai  frequente  nelle  applicazioni, 

la  primitiva  della  funzione  f(x,  <p(x),  <p'(x), ) si 

deve  estendere  dalla  x eguale  alla  x0  cavato  dalla  equa- 
zione £ (x0,  gf  (x0))  — o alla  x — x,  dato  dalla  equa- 
zione X(x,,  — o;  mentre  la  primitiva  della  sua 

variata 

J (x,(p  - ecc. , v <$'-+-  ecc. , - - -) 

» 

devesi  estendere,  dal  valore  della  x desunto  dalla  equa- 
zione £ (x,  <p  (x)  -+-  v <p  -4-  ecc.)  = o,  a quello  cavato 
dalla  X (x,  <p  (x)  -+-  v gf  ecc. ) — o , i quali  limiti 
sono  in  generale  differenti  dei  due  antecedenti. 

Questi  ultimi  valori  della  x,  i quali  evidentemente 
si  riducono  ai  primi  due,  quando  in  essi  si  faccia  t>~o, 
siano 

x0  -t-  v xa  -+-  ecc. , x,  -f-  v x,  ecc. , 
cioè  siano  le  variate  dei  medesimi  due  x0,  x, . 
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Pongasi  nella  funzione  f(x,  y,  y' , y",  - - -)  in 
luogo  della  y la  sua  variata;  e si  avrà  come  superior- 
mente f v y-*-ecc.  ; e per  un  momento  intendasi  colla 
F (t)  una  funzione  formata  colla  variabile  t,  come  la 
-4-ecc.  è formata  colla  x:  dovrà  essere  la  pri- 
mitiva della  F ( t ) presa  rispetto  alla  t ed  estesa  dalla 

t — r0  -t-  v jr0  ecc.  alla  < = x,  -h»  i,  + ere. 

minore  pel  caso  del  massimo  c maggiore  pel  caso  del 

minimo  della  primitiva  della  f(x,  #(x),  <p'(x}, ) 

estesa  dalla  x~x0  alla  x — X,. 

Trasformisi  la  J F(t)ilt  in  un’altra,  ove  la  uuova 
variabile  sia  la  x,  avente  colla  t la  relazione  ) 
/ =.  x v ir  -4-  ecc. , che  somministra 


tu  — xa-^-v x0  -f-  ecc. , — x,  -+-  v x,  -4-  ecc.  ; 


e si  avrà 


x ossia 


J (i  vx'-+-ecc.)  F(x- 1-  vxH-ecc.)iix; 


eia  anzidetta  primitiva  presa  rispetto  aliar  ed  estesa 
dalla  t — t„  alla  sarà  ($  8(>  ) eguale  alla  primitiva 

della 

(i  vx'-f-ecc.)  F(x  -à-  e x-»-ecc.)  ossia  della 


( i v x'-*-  ecc.)  ( F-+-  v jc  F'(.r)  ecc.  ) 

presa  rispetto  alla  x,  ed  estesa  dalla  x data  dalla 
equazione  ta  ss  x -+-  v x -+-  ecc.  a quella  data  dalla 
t,  = x-t-vx-+- ecc.  Ma  per  essere 

r0  — x0  -t-  v x0  -v-  ecc. , e e,  =x,  -+-  v x,  ecc. , 


questi  ultimi  valori  della  x sono  gli  stessi  x„,  x,  ; adun- 
que la  jF(t)dt  estesa  dalla  l~tu  alla  t—tl  sarà  eguale 
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alla  primitiva  della  quantità 

(i+v  x,+ecc.)(F+t'/'v-x+ecc)  ossia  della  F+v(xF)'+  e cc. 

estesa  dalla  x — x„  alla  x = x,  cioè  tra  i medesimi  li- 
miti della 

Jf(x , (p{x) , (p'(x) , )dx. 

Se  nell’ultima  funzione  trovata,  si  pone  per  /'il 
suo  valore , cioè  f t- ecc. , essa  si  riduce  alla  se- 

guente f-+-v(f- *-(x_/y)-t-ecc.  ; e per  tanto  dovrà 
essere  pel  massimo 

J/rfx-+-v  /(/-t-  (xfY)dx-*-ecc.<Jfdx, 
e pel  minimo 

/ fàx  v f(j  (x/)')  dx-i-ecc.^Jfdxi 

e conseguentemente  sì  pel  massimo  che  pel  minimo 
sarà  ($  1 3 1 ) 

/(/-»-  (•**/)')  dx  = o. 

Questa  equazione  pel  $ 3 79  equivale  alla 
J(yY~ *•  T'-*~  (xff)  dx=o, 
la  quale  si  decompone  ($  4°6)  nelle  due  seguenti 
Y — o,  Tt-+-xlfl~T0  — x0/0z=  o,  cioè 

f{y)  -/'(SY+f'isr ±/vt’= o, 

Y-+-y,  K-t-ecc.— x0/0— jrn  Y — y'0Y — ecc.:=o. 

Le  y, , ya , y[ , y'B , esistenti  in  quest’  ultima 

equazione,  sono  le  variazioni  delle  ,yn,y[  ,yo> 

prese  nella  ipotesi,  che  la  x non  abbia  variato,  per  cui 
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Mino  (J  584)  esse  eguali  ordinatamente  ad 

y—x,y[,yu—x0y^  ly—*, y',Y>  (y  — Xo)  'J>  — ; 

e per  tanto  la  medesima  equazione  equivarrà  alla 
seguente 

. . . . 1 . . 1 

•*1  f—XefoMy—  Yt—  (ya—  *0y'0)  Yu 

. • a * 

-HTi— Yx—{y0—xuy'a)'  Fa-+-ecc— o 

nella  quale  le  variazioni  sono  tutte  correlative  tra  loro. 

Concludiamo  per  tanto , che  anco  pel  caso  pre- 
sente, la  y — gl(x)  dovrà  essere  una  primitiva  della 
stessa  equazione 

f(y ) -fw+n/r-  eoe. =0 , 

e propriamente  quella  primitiva  particolare,  che  sod- 
disfarà l’ultima  equazione  esposta  ed  anco  le  altre  par- 
ticolari ai  limiti,  die  possano  essere  date,  come  sono 
appunto  le  due  l(x0,  yu)—0,  l(xt,  y,)=o;  analoga- 
mente a quello,  che  si  è osservato  al  $ 4°7- 

4 11.  Per  manifestale  maggiormente,  come  bisogna 
regolarsi  nell’ usare  le  regole  qui  esposte,  farò  veliere, 
come  determinare  quella  primitiva  della  f(x,y,jr')., 
che  è la  massima  o minima , tra  le  corrispondenti  ai 
valori  della  y aventi  le  proprietà  di  soddisfare  le  due 
date  equazioni 

£(•*<>>  yo)  — o,  X(x, , yiì  — °'< 

cioè  farò  vedere,  come  individuare  il  valore  della  y 
corrispondente  ad  essa. 

In  questo  caso  si  hanno 

y=/V),  T=x/^(y~iyV; 
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e però  le  due  equazioni  saranno 

S'(y)-f'(SY=  o, 

xf 1 4-  (yx  X|  y[)  Yx  ~x0  f0  (y0  x0y <J  T0 — o. 

Siccome  la  l(x0,  y0)  — o non  contiene  le  xt,  yt, 
c reciprocamente  la  X(xlt  yx)—o  non  contiene  le 
x„,  y0;  cosi  le  variazioni  x0,  y0  saranno  indipendenti 
dalle  x, , yx  ; e però  la  seconda  delle  due  equazioni 
dianzi  esposte  si  decomporrà  nelle  seguenti 

xJo+(yo—x0yl) Y0=°>  xlfl-*-lyl—xIy',)Yi=o. 
Ma  dalla  £(x0,  y0)  — o data  si  ha  la  equazione 
xoi'(xo)-*-y0'i'{y0)=°  ed  anco  i'(x^i'{yJ(y'0ì=o, 
che  danno  y0=(y'„)x0;  adunque  la  prima  di  queste 
ultime  equivarrà  alla 

x0fa+(xjytì—x0y'r,)  Y0— o,  ossia/0t-((<r')— y')  Y0=o, 
la  quale  è tutta  formata  colle  r0,  y„,  y'0. 

Ragionando  similmente  per  l’altro  termine  della 
primitiva,  si  ha  la  equazione 

tutta  formata  colle  x, , yx , y\ . 

Trovata  la  primitiva  completa  della 

c sciolta  rispetto  alla  y,  si  abbia  y~ip(x,  a,  b)  ; dove 
a,  b indicano  le  due  costanti  arbitrarie  a determinarsi 
per  avere  il  valore  richiesto  della  y. 

Sostituendo  nelle  quattro  equazioni 

Hx0>y0)—°>  f»-*-((y<ì—y!,)ro=0> 

X(t,,  y,)=o,  fx-*-((y',)— y')  Y,z=o, 
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tu  luogo  delle  ya,  y'a,  y, , y[  ordinatameli  lo  le$x„ , a,  b), 
£/(xfcl,  tj/(x, , a,  b),  tp'(x ,),  ed  eliminando  la  x0  'dalle 
due  prime  risultanti  e la  x,  dalle  altre  due,  avransi, 
due  equazioni  tra  quantità  cognite  e le  costanti  a,  b,  le 
quali  sciolte  per  rispetto  a queste  medesime  costanti, 
somministreranno  quei  valori  di  esse,  che  sostituiti  nella 
y(x,  a,  b),  la  ridurranno  alla  funzione  i p(x)  valore  ri- 
chiesto della  y. 

Se  nella  f(x,y,y')  porrassi  in  vece  della  y il  va- 
lore trovato  cioè  <p(x) , ed  in  luogo  della  y'  la  (p'(x)  ; e 
si  troverà  la  primitiva  della  funzione  risultante  estesa 
dalla  x data  dalla  equazione  l(x,  (p(x)^~o  alla  x data 
dalla  ?.(x,  , uvrassi  il  massimo  o minimo  va- 

lore di  cui  si  parla. 

4 ia.  Cerchiamo  le  funzioni  della  x,  che  sono  i valori 

delle  y,  z, corrispondenti  alla  massima  o minima 

primitiva  della  data  funzione  • 


/(*>  yn) , s,  , - - -) 

tra  le  infinite  sue  primitive  estese  tutte  dalla  x~x0 
alla  x = x, . 

Si  pongano  nella  funzione  f in  vece  delle  y,  s,  --  — 

richieste  rispettivamente  y v y — y -+-  ecc.  , 

v*  ■■  . . . , 

8-ersH sh-  ecc. , loro  variate  ; e si  a via 

2 

• t/*  .. 

f -+-  vf  -+-  — f -+.  ecc.  : dovrà  essere  per  la  massima 
primitiva 

ffdx-*-v jfdx -+-  ~ ffdx-t-ccc.Cf/dx, 
e per  la  minima 
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Jfdx-4-vJfdx-*-  — jf dx-+-ecc.'^>jj'dx  ; 

e però  (§  i5i),  per  entrambi  i casi,  j f dx~o , e di- 
stintamente pel  caso  della  massima  primitiva  dovrò 
essere  Jfd x o e per  quello  della  minima  in  vece 
Jf dx~^>  o. 

Qui  pure,  come  al  § 4o6,  contempleremo  per  ora 
la  Jfdx- :o. 

Dal  $ 379  si  ha  f—yY-*-zZ-^ecc.-+-T',  per  cui 
Jfdx  — J(yY-+-  zZ-t-tcc.  -+-  T')dx\  adunque  sarò 

J(yY-*-zZ-t-ecc.  -4-  T')  dx~o. 

Ragionando  per  quest’ ultima  equazione,  come  si 
è ragionato  al  § 4°6  avrassi 

Yy- t-ifz-t-ecc.  — o,  e Tt — T0~ o; 

vale  a dire,  i valori  richiesti  delle  y,  z,  - - - avranno 
le  proprietà  di  soddisfare  queste  due  equazioni. 

Ore  se  le  y,  z, non  avranno  nessuna  rela- 

zione, le  y,  z,  - - - loro  variazioni  saranno  indipen- 
denti Funa  dall’altra;  e però  la  prima  delle  due  equa- 
zioni trovate,  si  decomporrò  nelle  Y~o,  Z — O , - - - 
cioè  nelle  seguenti 

/'(r) -f\SY  -+-/'(/')" ±/Vmrg = o , 

/'(*)— /'(*7 ± /'(*»)«  =0, 


le  quali  sono  tante,  quante  sono  le  stesse  variabili 
y>  z> • 

1 valori  delle  y,  z,  - - - , desunti  dalle  primitive 
complete  di  queste  equazioni,  conterranno  un  numero 
di  costanti  doppio  ilcH’m-+~n-+-ecc,  (§  353) , e rappre- 
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senteranno  famiglie  di  funzioni,  alle  quali  apparter- 
ranno i richiesti  valori  delle  y,  z,  - - - , la  individuata 
conoscenza  dei  quali  dipenderà  unicamente  dai  corri- 
spondenti valori  delle  anzidette  a(/n-+-nH-ecc.)  costanti. 
Così , non  essendovi  relazione  tra  le 

y<>  ’ y \ > y'o  > y[  > y'ò  > ~ ~ ~ zo > *i  > 5ó  > zJ  » z"  > ■ _ ■ 

le  variazioni 

y0>  yi>  y'< ■ yó' > — *0»  *.»  *o.  . *"  » — 

saranno  anch’esse  indipendenti  l’una  dall’altra  ; e però 
la  equazione  T,  — T‘t~o  altra  delle  due  sopra  tro- 
vate, si  decomporrà  nelle  2{»i-wi-+-ecc.)  seguenti 
19  ni  i a m 

>'o=o,  y,— o,  — y„=:o,  Yt= o,  y,— o,  — y,=o, 

19  n i 9 n 

Z ^ — o,  — o,  - - - X(J — o,  / j — o,  / , — o,  • • • Z , — o. 


dimodoché  gli  occorrenti  valori  delle  a (m-t-n  -t-ecc.) 
costanti , saranno  quelli , che  soddisfaranno  queste  ul- 
time equazioni.  E però,  ponendo  nelle 

l a mi»  n 

y,  y,---  y,  z,z,---z,--- 

in  luogo  delle  y,  z,  - - - i rispettivi  loro  valori  desunti 
dalle  sufidette  primitive  complete , e nelle  m-+-n-t-ecc. 
risultanti  funzioni  della  x e delle  a(/n-4-n-+-ecc.)  co- 
stanti, facendovi  x~x„,  ed  x~x,  ,ed  eguagliando  a 
zero  separatamente  le  i[m-t-n- 4-ecc  ) quantità  risul- 
tanti, si  avranno  a(M-t-n-*-ecc.)  equazioni,  le  quali 
sciolte  rispetto  alle  costanti , daranno  quei  valori  di 
esse,  che  posti  nei  medesimi  anzidetti  valóri  delle 

y,  z, somministreranno  le  individuate  funzioni 

della  x,  valori  richiesti  delle  y,  z, . 
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Se  le  funzioni  della  x valori  delle/,  s, , che 

debbono  rendere  massima  o minima  la  Jfdx,  dovessero 
essere  tra  quelle,  i cui  valori  corrispondenti  agli  estremi 
della  primitiva  stessa,  avessero  relazioni  date,  le  costanti 
suddette  si  determinerebbero  col  metodo  seguente. 

Siano 

^tr0>r.> — )=°>  — )=°» — 

le  equazioni  esprimenti  le  relazioni  date  tra  le  /„,/,, 

s0»  *u  *ó’ • 

Si  combinino  le  equazioni 

alla  1\ — ; T0  — 0 talmente  da  eliminare  tante  delle 

variazioni  /0,  7i  *u>  *i>  » quante 

sono  le  stesse  prime  equazioni;  indi  eguaglimi  a zero  i 
coefficienti  delle  variazioni  rimaste  nella  risultante,  «1 
avransi  i(m  -t-n  -4-ecc.)  equazioni  meno  il  numero 
delle  A — o,  B — o,  - - e però  tra  le  une  e le  altre 

avransi  ancora  a(«i-t-n-*-ecc.)  equazioni. 

Sostituiscami  in  tutte  queste  a(/«-»-n-t-ecc.)  equa- 
zioni, in  luogo  delle /„,/, ,/', z0,z,,z'a, 

i loro  valori  cavati  dalle  primitive  complete  delle 
Y—0,Z~o,---;  c si  otterranno  2 (ni -4-  n ecc.) 
equazioni,  sufficienti  per  determinare  le  costanti,  e con- 
seguentemente le  funzioni  individuate  della  x,  valori 
richiesti  delle  /,  z,  — 

4i5.  Ora  si  vogliano  i valori  delle/,  s,  iz, cor- 

rispondenti alla  massima  o minima  primitiva  della 
l'unzione 

z>  z'y  *"> >«>“', ) 

tra  quelli  però,  che  hanno  la  proprietà  rappresentata 
colla  data  equazione 

^(•r*  y>  y'> =»  y »,  u, )—0. 
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Ammesso,  ohe  le  variate  delle y,  z,  - - - siano  tra 
quelle  volute  d illa  equazione  F~o,  rimanendo  esse 
ancora  in  gran  parte  arbitrarie , coi  medesimi  ragiona- 
menti fatti  superiormente  avrassi , pei  valori  richiesti , 
la  equazione  f/dx^zo,  ove  però  le  variazioni  y,  yJ,  y", 
---z,z',  z",  ---,  che  entrano  in  essa,  avranno 
(S  38 a)  la  relazione  espressa  dalla  equazione  F — o; 
cosicché,  poi  valori  richiesti  delle y,  z,  - - »,  avranno 
luogo  insieme  le  due  equazioni 

J/dx  = o,  F— o. 

Queste  due  equazioni  insegnano,  che,  péi  detti  va- 
lori delle  y,  z,  - - - sussisterà  anco  la  seguente 

J (J  - 1-  X/»')  dx  — o , 

qualunque  quantità  esprima  la  X ; purché  le  y,  y',  y", 

z,  u,  u', soddisfacciano  la  F~  o , 

cioè  la 

yF'(y)  h ■ y'  F'(y')-+~  ecc.  -+-  zF'(z)  ■+•  z' F'(z'j-b-  ecc. 

-+-  u F'(u)  -t-  u'  F’(u')  ecc.  — o. 

Essendo  ($  5go) 

la  equazione  j (f  -\~XF)dx  — o si  ridurrà  alla 

/{(  r+(Y))i+(Z+{Z))£+ecc.}dx+Tl+(T,)-T0-{Tuf=o  : 

lo  ripeto  i valori  richiesti  delle  y,  z,  - - - avranno 

questa  proprietà,  purché  le  y,y , y", z,  z', 

soddisfacciano  la  equazione  P=z  o. 

Qualunque  sia  la  relazione  delley,^',^",-  --  z,  z', 
ù,  u', emergente  da  quest’ ultima  equazione , 
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la  quantità  7’1-t-(7’1) — Ta  — (Tu)  varia  unicamente 
col  variare  quei  valori  delle  sue  componenti , che  cor- 
rispondono ai  limiti  della  primitiva  Jj'ilx,  mentre  la 

S{(YMY))y^(ZMZ))z  -+-  ecc.  | dx 

può  variare  col  variare  delle  sue  componenti  per  tutta 
la  estensione  della  primitiva  stessa;  c peri»  l’ima  di 
queste  quantità  farà  indipendente  dall’altra.  Quindi  la 
equazione  ultima  trovata  equivarrà  alle  due  seguenti 

/{(  F-+-  ( Y))y  (Z  -+-(Z))  z ecc.  j dx~  o, 

T,+ir,)—ro—(r0)—o 

ove  la  X h tuttora  arbitraria. 

Disponendo  di  questa  funzione  arbitraria  in  modo 
di  soddisfare  la  equazione  Y -+-  ( Y)  ~ o,  la  prima  delle 
due  qui  trovate  si  riduce  alla 

j | (Z  (Z))  z -t-  ( U -+-  ( Z7))  ù ecc.  J-  d x ~ u. 

Ma  dalla  equazione  b"  ~o  risulta  che  una  delle  varia- 
zioni y,  z,  u, è dipendente  dalle  altre  e queste  fin 

loro  indipendenti;  adunque,  tenuta  laj'  funzione  delle 
z,  ii, , queste  saranno  indipendenti  l’una  dall’al- 

tra ; e conseguentemente  la  equazione  ultima  esposta  si 
decomporrà  nelle 

Z -4-  (Z) . ..  o , U -4-  ( U ) n o , — — — . 

Vale  a dire,  i valori  richiesti  delle  y,  z,  u,~-  - avranno 
le  proprietà  di  soddisfare,  oltre  la  equazione  data 

F(x,  y,  y', z,  z', u,  u', ) — o 

anco  le  seguenti 


Y + (Y)=:o,  Z-+-(Z)— o, 
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ove  la  >1  è quantità  da  eliminarsi;  e propriamente  sa- 
ranno essi  quelli,  che  si  avranno,  sciogliendo  quelle 
primitive  particolari  di  queste  equazioni  desunte  dalle 
complete,  dando  alle  costanti  contenute  in  esse  quei 
valori , che  soddisfaranno  la  equazione 

T,-*-(rt)-T0-(TJ=o. 

4 z 4-  Per  vedere,  come  il  numero  delle  costanti  con- 
tenute nelle  primitive  complete  delle  suddette  equa- 
zioni eguaglia  quello  delle  condizioni  a soddisfarsi  per 
verificare  la  equazione 

T,-H(r,)-T0-(TJ  = o, 

e nel  medesimo  tempo,  come  bisogna  regolarsi,  per  de- 
terminarle, suppongbiatno,  che  nella  f vi  siano  sola- 
mente le 

x,  y,  z,y,  z', ym),  z<ra>, 

e nella  F le 

x,y,  z,y',  z\ y*\  zfmi 

e distinguiamo  il  caso  di  m^>rt  da  quello  di  od  =n. 

Nel  primo  di  questi  casi,  eliminando  le  z,  le  le 
loro  derivate  dalle  tre  equazioni 

r-t-(V)  = o,Z-b-(Z)  = o,  F—o, 

si  avrà  una  equazione  tra  le  x,y,y", (J  355), 

per  cui  le  primitive  complete  di  esse  conterranno 
jm-t-sn  costanti  arbitrarie. 

Nel  secondo  caso , la  equazione  risultante  della 
eliminazione  delle  X,  s essendo  dell’  ordine  4 n , le  pri- 
mitive complete  conterranno  4 « costanti  arbitrarie. 

In  questo  medesimo  ultimo  caso,  la  equazione 
‘Z’, -+- ( 7", ) — T0  — (TJz^o  conterrà  le  4 « variazioni 
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v Jf  ...  v<n-D  v v' v<»-n 

Jo>Ju>  Jo  >Jn7  l>  7 1 > 

• •/  yOl'I)  « — » < *1” I ) • 

Z0>  Z0>  *0  > *1 J *1»  zt  > 


e però,  eguagliando  a zero  separatamente  i loro  coef- 
ficienti , si  avranno  4 n.  equazioni  tra  i valori  delle 

y,y', z,  z',  - - - corrispondenti  agli  estremi  della 

primitiva,  cioè  si  avranno  tante  equazioni,  quante  sono 
le  costanti  a determinarsi. 

Nel  primtì  caso,  la  medesima  equazione 

TlH-(rt)~T0-(TJ  = o 
contiene  le  variazioni 


y y/  a „ s y(HI'I)  y y^  _ B a y(W"l) 

Z Zt Z(m- 1)  1 . y(w-i) 

Ma  dalla  F—  o si  hanno  le  zw,  z<n+l>,  - - - z(im,  for- 
mate colle  z,  z', z1""1’)  y,  y1, y(mìi  e però  le 

*(R)  -(B+l)  a _ a nfillfl  y y t a a a y ( B* I ) y y* 

> zo  > • zo  y tOAAC  zo>  zo>  zo  > J'o»  */o> 

yòm"I>i  e le  z<1B) , z<l“+,> , - - - z1,"*"1’,  colle  z, , z{, 

- - - z'"-",  , y\ , - - - ; adunque  sostituendo 

nella  equazione 

rIH-(rl)-r0-(r0)=o 

questi  valori  delle  zj,"’ , zJJ"+,) , z{,'l’fa> , - - - zj,™'0, 

z'i"’)  z‘IIH',\  z<,"+*>, z',m~,),  essa  si  ridurrà  a contenere 

le  sole  zm-t-2n  variazioni 


Z I > “ 


- . v(m_1) 
J o 

. - y/*-1) 

zo 


y<»*I) 

y ji 

yiW-t) 


Quindi  eguagliando  a zero  separatamente  i coefficienti 
di  esse,  avransi  tante  equazioni  tra  le  y0,  yt,  yó>  7\i 
z0,  z,,  z' , z',  - - -,  quante  sono  le  costanti  con- 
tenute nelle  primitive  complete  suddette. 
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Sostituendo  nelle  equazioni  ottenute , collo  egua- 
gliare a zero  i coefficienti  delle  variazioni  _y0,  z0,  yt, 
z, , ya,  — -,  i valori  delle  y,  z desunti  dalle  primitive 
complete  delle 

y-*-(F)  = o,  Z'-+-(Z)=o,  F = o, 

avransi  sempre  tante  equazioni , quante  saranno  le  co- 
stanti a determinarsi. 

Queste  2 («1  -4-  n)  equazioni,  e le  4 n pel  caso  ante- 
cedente, sono  quelle,  che  si  dovranno  soddisfare  me- 
diante opportuna  determinazione  delle  costanti , onde 
ottenere  quei  valori  di  esse,  che  corrispondono  ai  valori 
richiesti  delle  y,  z. 

4 1 5-  Se  i limiti  della  Jfilx  fossero  variabili , i vulori 

delle  y,  z, richiesti  apparterrebbero  ancora  alle 

famiglie  delle  funzioni  date  dalle  primitive  complete  di 
cui  si  è parlato  qui  sopra;  ma  la  equazione  a soddisfarsi 
per  determinare  le  costanti  subirebbe  un  cambiamento. 
Di  fatto,  in  questo  caso  in  vece  della  equazione 
F)dx~  o si  avrebbe  ( $ 410)  la  seguente 

/ (A-  X F-4-  (i/)'-+-  X (i  FY)  d X = o, 

la  quale  sviluppata,  come  si  è fatto  per  l’analoga  del- 
l’altro caso,  ed  osservando,  che  F — o,  somministra  le 

Y-*-(Y)  = o,  Z + (Z)=o,  U+(U)  = o, 

*1/1  ■+■  -4-  ( rt)  — x„f0  — T0  — ( TJ  = o ; 

ove  le  T,  (T),  qui  esprimono  i risultamene,  che  si  han- 
no, cambiando  nei  sopra  usati,  ley,y', z,  z', 

ordinatamente  nei  binomj 

jr  — x/,  (y—xy')', s — x*',  (z—xz'f, . 
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Da  questi  cenni  si  vede  anco,  che  la  F—O  non 
porta  nessun  cambiamento  su  ciò,  che  si  è già  detto 
superiormente  pel  casodei  limiti  invariabili;  dimodoché 
la  sua  influenza  è la  stessa , qualunque  siano  i limiti 
della  primitiva. 

Esempio.  Sia 

/=• H-y-Hs'*),  ed  F(x,y,  z)—o:  sarà 

r=-$) •Z=-(?)’'  *=£•*=?• 

(Y)=XF'(y),  (Z)  = X F'(z)\  e però 

E-+- (F)=XFV)-(0. Z+{Z)=  XF'[z)-(t>j,  c 

T -k-x f—  (y  — *-(z — xz')p  -4-xj'  ossia 

cioè  i valori  delle  jy, z,  che  renderanno  l’attuale  ffdx 
ossia  e,  — s„  miniina,  soddisfaranno  le  tre  equazioni 

XF'(y)-(^j=o,  XF'(z)-(^j=  o, 

-,  (^i -+-r.y. 7(^0 -*-r0^-<-*o*y=0- 

^ 1 Jo 

Eliminando  la  X dalle  prime  due  si  ha  la 

(7  ) r (s,“  ( -sia  (7)' (É)  (?)=°- 

per  essere  ^ — — F'(y):  F'(z),  la  quale  insegna  , 

che,  la  linea  esistente  in  una  superficie  ed  avente  ogni 
sua  parte  minore  di  ogni  altra  linea  che  abbia  i termini 
comuni  con  questa  parte  stessa,  è la  medesima  contem- 
plata nel  J a35.  Se  i luoghi  dei  due  termini  della  linr-a 
Tom.  II.  17 
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— r0  saranno  indipendenti  l'un  dall’altro,  la  terza 
equazione  trovata  si  decomporrà  nelle  due 

-*-ri  y't  -+■  *’.*!= °>  ^o-+-Kri-+-*ozi=°; 

e se  essi  saranno  due  linee,  avransi  le  equazioni  ( $ 38g) 

1 (y '•)  y\  -+-  (*!)  A — 0 » « •+-  (y'o)  A -+-  (zZ)  zó =■ 0 • 


cioè  la  linea  minima  sarà  perpendicolare  a quelle  dei 
limiti  di  essa. 

Ammesso  F~ — i (x)*  = o e però 
(£)=-*■-  equazione  risultante  dalla  elimi- 
nazione della  \ riesce 

* ( p-)  ~y  (77)  = 0 °«ia  (^  p— ) =0  , che  dà 

«r'-ys' 


essendo  n costante;  e però  sarà  anco 

z ,r  z'  a 

it  £ s1  £ ’ 

Vale  a dire  il  coseno  dell’ angolo  compreso  dalla  mi- 
nima linea,  esistente  in  una  superfìcie  di  rotazione,  e 


dal  parallelo  di  raggio  £ è eguale  ad  ; e conseguen- 


temente la  linea  geodetica  per  una  superficie  di  rota- 
zione fa  coi  paralleli  di  essa  angoli,  i quali  hanno  i co- 
seni reciprocamente  proporzionali  ai  raggi  dei  mede- 
simi paralleli. 

4 16.  Bisognerebbe  ora  trattenersi  sui  diversi  casi, 
che  possono  succedere  rispetto  ai  limiti  delle  primitive 
contemplate  nei  due  paragrafi  precedenti , ma  siccome 
facilmente  si  possono  essi  sviluppare  dopo  l’ esposto 
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(J  4'*)>  cosl  passerò  in  vece  a trovare  i massimi  o mi- 
nimi valori  della  somma  delle  quantità 

R,ff(x,jr,z,x',y', )dr,  J A( p,q,  u,p',  q', )dl 

ove  le  derivate  delle  x,  y,  - - - sono  prese  rispetto  alla 

variabile  r come  la  Jfdr,  e quelle  delle  p,  q, 

rispetto  alla  i come  la  J&dl;  e le  primitive  mede- 
sime Jfdr , j\dl  debbonsi  estendere  a limiti  diffe- 
renti : e la  quantità  R esprime  una  funzione  dei  va- 
lori sì  delle  x,  y,  z,  x\ che  delle  p,  q,  u,  p',  - — 

corrispondenti  i primi  ai  limiti  della  Jfdr  ed  i secondi 
a quelli  della  J ed  anco  di  altre  quantità  suscet- 
tibili di  variazioni. 

Ragionando  analogamente  al  $ 4°5  > facilmente 
eoncludesi  che,  sì  pel  massimo  che  pel  minimo  valore 
della  somma 

R -+-J f d r -+-  J Ad  i 

dev’essere  R-*-ffdr  -+-J \di~n\  e che  pel  massimo 
deve  risultate  negativa  e pel  minimo  positiva  la 
ti+JJd  r+J£dt. 

Svilupperemo  la  sola  equazione  R+J  fdr+J  hd&~n. 
Essendo 

f—Xx- 1-  Yy-t-Zz-*-T' 

(5  4°6) , ed  anco 

L^Pp+Qq  + Uù+F' 

ove  le  P,  Q,  U,  V sono  rispetto  alle  \ p,  q,  u ciò  che 
le  X,  Y,  Z,  T sono  per  le  f,  x,y,  z,  si  avrà 

J(Xx- 4-  Yy-i-  Zz)dr-4~  J(Pp-*~  Qq  Uu)dl 

- T(r,)~  T(rJ-t-  F(i,)-  F&)+R=zo. 

E siccome  la  quantità  non  affetta  da  primitiva  dipen- 
de unicamente  dai  suddetti  valori  delle  x,  y,  z,  z\ 
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11,  p', , che  corrispondono  agli  r,  , r0  , 

it,  la  primitiva  J(xX  -t-yY-*-  zZ)dr  dipende  dai 

valori  delle  x,y,  i,x', corrispondenti  agli  infiniti 

della  r compresi  tra  gli  r0 , r, , e la  j ( Pp-+- Qq-*- Uù Mu- 
dagli analoghi  delle  p,  q,  u corrispondenti  a quelli 
della  l compresi  tra  i due  l0 , i,  ; cosi  la  equazione 
trovata  decomponessi  nelle  tre 

j {.Yjr-f-  Yy-*-Zz)dr—o  , J(Pp-+-  Qq -+-  liti) di~o, 

T(r,)~  T (rj -+-  r(l,)~  Hi,)-*-  k = o : 

anzi,  se  le  x,y , z ed  anco  le  p,  q , u saranno  indipen- 
denti le  line  dalie  altre  si  avranno  tanto  le  equazioni 


.l=o,  K = o,  Z — o 

quanto  le 

P~ o,  — o,  IJ  — o,  . 

Olile  prime  di  queste  equazioni  avransi  le  classi  o fa- 
miglie delle  funzioni  della  r a cui  apparterranno  le 
X,  y,  Z,  - - - , e colle  altre  le  funzioni  della  l alle  quali 
apparterranno  le  p,  q,  u,  - — . Mediante  poi  la  equa- 
zione 

T(r, ) - T(r0)  + ni) - ni) 

si  potranno  individuare  sì  i valori  delle  x,y,z 

che  i valori  delle  p,  q,  r,  - — . 

Se  le  x,y,  z,  x', o le  p,  q,  11,  p’ ovvero 

le  une  e le  altre  non  che  i loro  valori  corrispondenti 
ai  limiti  delle  primitive  Jfdr,  J\di  avessero  qualche 
relazione  analoga  a quella  ammessa  nei  $S  4,-*i  4 1 
converreblie  procedere  sì  per  la  primitiva  Jfdr  che 
per  la  fidi,  in  un  modo  analogo  a quello  dei  para- 
grafi medesimi. 

417-  Se  la  somma 

R-+-  f f dr  -t-  j\di 
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dovesse  essere  costante,  avrebbesi  tuttavia  la  equazione 

e jierò,  se  pei  significati  delle  x.  y,  s,  p.  q , u riescisscro 
nulle  le  X,  Y,Z,  P,  Q.  V od  almeno  le  Xx-\-Yy-\-Z'z, 
Pp  -t-  Qq  -+-  Uu  avrebbe»!  qui  pure  la  equazione 

h -i-  T(rt)  - T (r ,,)  -t-  F(ix)  - f(lj  = o , 

la  quale  rappresenterà  proprietà  relative  ai  limiti  delle 
due  primitive  J f dr,  J\ di  ed  alle  altre  quantità,  che 
possono  essere  nella  li. 

Di  questa  specie  di  ricerche  darò  due  interessanti 
esempj. 

Si  immagini  una  superficie  e due  punti  fuori  di 
essa  dalla  banda  della  sua  convessità,  ed  un  filo  ine- 
stcndibile , il  quale  abbia  le  estremità  fissate  nei  due 
punti  e sia  teso  talmente  da  adattarsi  in  parte  alla  su- 
perficie e da  costituire  una  linea  spezzata  composta  di 
quattro  parti  distinte,  delle  quali  la  seconda  e la  terza 
siano  appoggiate  interamente  alla  superficie  medesima 
immaginata. 

Le  parti  estreme  di  questo  filo  saranno  rettilinee  e 
le  due  intermedie  saranno  disposte  in  linee  geodetiche 
(5  4f5)  ° di  minime  lunghezze  fra  le  esistenti  nella  su- 
perficie: cambiando  posto  al  filo,  cambierà  luogo  anco 
il  punto  comune  alle  due  parti  intermedie  anzidetto,  e 
descriverà  una  linea  nella  superficie  pressoché  come  si 
descrive  comunemente  la  ellisse  conica. 

Le  rette  tangenti  le  due  parti  intermedie  del  filo 
nel  loro  punto  comune  fanno  angoli  eguali  colla  tan- 
gente nello  stesso  punto  alla  linea  anzidetta,  cioè  que- 
sta linea  descrivibile  in  un  modo  analogo  alla  ellisse 
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ha  anco  una  proprietà  affatto  simile  ad  una  notissima 
e caratteristica  per  la  ellisse  medesima. 

Esprimano  li,  L,  M,  N le  lunghezze  delle  succes- 
sive parti  del  filo;  a,  b,  c le  coordinate  rettangole  della 
prima  sua  estremità  ; g,  h,  l le  coordinate  analoghe 
dell'altra  ; x,  y,  z quelle  di  un  punto  qualunque  della 
seconda  parte;  p,  q,  u le  analoghe  della  terza  ; ed  /,  sr 
esprimano  le  parti  delle  L,  M corrispondenti  alle  or- 
dinate x,  p;  in  ultimo  siano,  p l’arco  della  curva  de- 
scritta , ed  a,  j)  gli  angoli  compresi  dalla  tangente  di 
essa  colle  due  /.,  M nel  punto  in  comune. 

Sarà 

R=zlUN=[/((xu-o)'+{jll-l,)1+  (z0-<)*)  + l/((g  -pj'^h-qj'+ll-u  ,)>); 

■fl 

e però 

xi*-rr+-zi=— (7)*— (7)^— (7)  1 °“" 

cioè  i trinomj  à'j c Yj' -+- Z z , Pp-t-Qq-t-  Uu  en- 
trambi nulli. 

I medesimi  valori  delle  f,  A danno 
• y • ‘ *'  • rr  P'  • </  • 

T~  —7  X -4—  s-—  v H ,Z,  e / , <7  -» ; « • 


Ma  lì— 


s' 

Xn — a 


H 


?*’  e 

+.*2=*r 

^ >■  J ( 


SI"  5T 

*„ C 


11 


H 


-z„  ossia 


Ù — — x 
11  s! 


•— r • 


,i«z‘ 

••• 
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per  essere  la  prima  parte  del  filo  tangente  la  seconda  ; 
così  bassi 


v,  r\  • 7I  • "'i  • 

per  essere  la  quarta  tangente  la  terza.  Adunque  sarà 

fi-rw  + HiJ^o. 


D’altronde  (5  4 >5)  risulta 


Tt~xt  p'  cos.a , e ^(4,)  = — x,p'cos.fi. 

e per  tanto  la  equazione  H-+-  L-+-  M s~N—o  sommi- 
nistrata dalla  inestendibilità  del  filo  si  ridurrà  alla 
(cos.  a — cos.fi)  u'  x,  — 0,  la  quale  dà  a=:/9,  comesi 
è dichiarato. 

Per  secondo  esempio  serva  la  qnistiono  seguente  : 
una  estremità  di  un  filo  incstendihile  sia  (issata  ad  un 
punto  di  una  curva  esistente  in  una  superficie,  e sia 
teso  talmente,  che  esso  costituisca  una  linea  spezzata 
composta  di  tre  parti  distinte  , la  prima  adagiata  alla 
curva,  la  seconda  alla  superficie,  e la  terza  nello  spazio 
libera:  evidentemente  la  seconda  parte  sarà  disposta  in 
linea  geodetica  e la  terza  in  linea  retta. 

Qualunque  posizione  abbia  il  filo,  purché  sia  teso 
e composto  delle  tre  [«rii  anzidclte , la  sua  terza  parte 
riescirà  normale  la  superficie  luogo  di  tutte  le  posi- 
zioni della  estremità  mobile  di  esso:  ecco  un’altra  pro- 
prietà interessante  sì  per  la  teorica  che  per  la  pratica. 

Si  chiamano  s,  t,  u le  coordinate  del  punto  di 
contatto  tra  le  prime  due  parti  del  filo;  x, y z quelle 
di  un  punto  qualunque  della  seconda  parte;  ed 
x0,yoì  V xl,yy,zl  i valori  di  esse  corrispondenti 
ai  termini  di  questa  medesima  parte  ; p,  q,  r le  coordi- 
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nate  analoghe  della  estremità  mobile  del  filo  ; in 
ultimo  sr,  X esprimano  le  lunghezze  delle  stesse  tre 
parti  di  esso. 

Il  filo  essendo  inestendibile,  la  variazione  della 
sua  intera  lunghezza  sarà  nulla,  e però  avrassi  la  equa- 
zione jf  -t-  ^ -4-  i.  ~o. 

Evidentemente  si  ha 

*=jV(.r'W-f-.0,  (1=  J\ W), 

e X~\/{(p  — xj’-f-  (q  —/,)*-+- (r— z,)*), 

ove  la  prima  primitiva  si  estenda  dalla  prima  estre- 
mità del  filo  al  punto  corrispondente  alle  coordinate 
x0,y0,  za,  e la  seconda  da  questo  medesimo  punto  a 
quello  cui  corrispondono  le  coordinate  x, , y, , . 

Essendo  ir  arco  di  una  curva  data,  la  variazione  x 
sarà  la  stessa  derivata  it' , cioè  sarà 


il  — ir'—  u") . 


La  variazione^  cioè  della  primitivay|/(x  'Vy'+z'*) 
estesa,  come  si  è detto,  avuto  riguardo  che 


risulta 


z'  — x'  ™ 

ma  per  essere  la  linea  (t  geodetica , le  quantità 


sono  nulle ; e per  essere  (t  toccante  della  prima  parte 
del  filo  hansi  le  equazioni 
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ati5 


^2— fi  r— z»—‘L  ■ • _ , 

../  — -<■>  xo — j > „/  — v’  ?» — ‘ ' i? — 5o — 11 


* 

e però 

orf 


ti 


JP  *•  Jr^o  -+•  3 *o=  7 (*'*  + H'*)  = *'  5 

“o  e*o  Z*  o 

adunque  sarà 


• x\  • ri  • 2:  . 

(l=tix'*  ti," 


Così,  per  essere 

, p — x.  x j q — y,  r!  r — z.  z[  , 

ed  anco  — '-z=-4,  J—TJ  =~.  — Tr-1 1 = —.  bassi 


~ti,  ’ 


ti, 


,• ar,'  . y,  . z\  . x[  . y\  • z\  . 

Ar  — x 1 j y ! — - zx  -4-  — j p -+-  — - (i  -4-  — ~ r . 

ti,  tir  ti, ; ti,  ti,  ' ti, 

Quindi  5 r — f—  /it  — i—  X sarà  eguale  a 


*'  Pih  T?*'-*-  zryy -*-*7’*'  — *' 

ri  5*1  ri 


r'. 


Xt  y!  -I 

cioead-7-p-t ^ r;  e per  tanto  si  avrà  lu 

"1  t1 , l*  1 

equazione  x[  p -+■  y\  q -+-  z\  r — o ossia  la 

per  essere  r=^~jp  -+-  ■ Vale  a dire  avrr 

luogo  le  due  seguenti 


avranno 
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le  quali  significano  appunto  cbe  la  terza  parte  del  filo 
è normale  la  superfìcie  luogo  della  estremità  mobile 
di  esso. 

4 1 8.  Dall’esposto  nei  55  4 1 5 , 4 1 ^ s>  possono  desu- 
mere le  regole  per  trattare  proposizioni  in  apparenza 
differenti  le  une  dalle  altre  : tale  è la  presente  e quelle 
cbe  si  esporranno  nei  due  paragrafi  seguenti. 

Vegliatisi  i valori  delle  j',  z, , cbe  oltre  al  sod- 

disfare la  equazione  F—o  (5  4*5),  rendono  massima  o 
minima  la  quantità 

^Xo>x,,y0,y,,yo,yi, z0,  z'0,  z[, ), 

e soddisfanno  anco  le  equazioni  A— o,  B~o,  - - - ove 

le  A , B , sono  formate  colle  stesse  quantità 

x0 , a-, , y0 , colle  quali  è formata  la  R. 

Per  quello  cbe  si  c detto  nei  due  paragrafi  citati 
dovrà  essere 

R -4- / (XF-t-X(xFy)  cix=o, 

cioè  pel  massimo  o minimo  avransi  le  equazioni 
indefinite 

(>’)=o,  {Z)—o, 

e la  R-+-(Tl)  — [TJxxo  particolare  per  le  jr0,jr,, 
J'o' Xi  ’ yó^ : queste  equazioni  si  desumono  imme- 

diatamente da  quelle  esposte  nei  medesimi  paragrafi 

■ a ii 

citati , osservando  cbe  le  Y,  Y,  Y, Z,  Z,  Z,  — - 

sono  qui  nulle. 

Le  primitive  complete  delle  equazioni  ( Y)—o , 
(Z)~  o,  - - - somministreranno  le  classi  delle  funzioni 
della  x alle  quali  apparterranno  i richiesti  valori  delle 
y,  *>  - - "»  i quali  si  individueranno  col  soddisfare  rae- 
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diante  le  costanti  contenute  in  esse  le  equazioni 

^*+-(7’i) — ( Tu)  — o , À~a,  B~o, 

in  un  modo  analogo  a quello  dichiarato  nei  $$  4°8, 4 1 a- 
Di  questa  proposizione  è frequente  il  caso  di 
R = Jz'  cioè  di  f—z',  ossia  di  R — z,  — z„  e che  la  z„ 
sia  data. 

419.  Si  voglia  in  secondo  luogo  il  valore  della  y , 
che  corrisponde  al  massimo  o minimo  della  primitiva 

della  funzione  y(T,  y,  y',  y", u),  ove  la  u esprime 

anch’essa  la  primitiva y, y1, )dx. 

Essendo  u—J tpdx , si  ha  l’equazione 

u'  — iP(x,y,y,  y", ) — o ; 

e però  dovi-ansi  trovare  i valori  delle  y,  u corrispon- 
denti alla  massima  o minima  ff(x,y,y',y", u)dx , 

essendovi  però  tra  le  y,  u la  relazione  espressa  dalla 
equazione  u'  — ip(x,  y,  y1 , y" , )=o:  proposi- 

zione, che  è così  ridotta  ad  essere  un  caso  particolare 
di  quella  trattata  nel  $ 1 5 per  cui  stimo  superfluo 

l’ ulteriore  suo  sviluppo. 

Se  nella  f vi  fossero  due  o più  quantità  analoghe 
alla  u,  si  procederebbe  alla  determinazione  del  valore 
della  y corrispondente  alla  massima  o minima  J f come 
si  è indicata  pel  caso  della  sola  u. 

4'so.  In  terzo  luogo  cerchiamo  quei  valori  delle 
y,  s,  - - - , che  corrispondono  alla  massima  o minima 
primitiva  definita  della  funzione 

/(•*.  z.z'yz", , ) 

e che  sono  tra  quelli , pei  quali  le  analoghe  primitive 
della  variata  della  funzione 

Z,z',z!', , ) 
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sono  tolte  eguali  tra  loro  per  esempio  eguali  ad  M 
quantità  Tostante. 

Dovendo  essere  sì  la  jl'dx  die  le  sue  variate 
eguali  ad  1/  costante  si  ha JPilx^o  (§  5f)i). 

Si  chiami  s la  primitiva  indefinita  od  indetermina- 
ta della  I';  e si  avrà  V — s'—o  ed  anco  fPdx^i,- — i0: 
con  ciò  la  ricerca  presente  è ridotta  a trovare  i valori 

delle y,  z, s corrispondenti  alla  massima  o minima 

primitiva  della  funzione  f e che  soddisfanno  la  equa- 
zione V — s'  — o ed  anco  la  j,  — s„—o  relativa  ai 
soli  limiti  della  primitiva  stessa. 

Per  l’ esposto  nel  $ 4 1 ^ ' valori  richiesti  delle 

y,  z,  - > avranno  la  proprietà  di  soddisfare  la 

equazione 

J ( /* — X ( /'' — r'))  d x — o, 
la  quale  equivale  alla 

/((r+IH)/-H(z+(Z))i  -+-  ecc.  V s j d x 

■+■  j, — T0 — (7’0)-+-Xt)j0  = o, 

clic  pel  5 41 5 si  decompone  nelle  seguenti  indefinite 
F-+-(K)  = o,  Z-f-(Z)  = o, , X'=.o 

oltre  la 

1 \ +(Tt)- 1\ -(^-1,;,+ = o. 

Ma  la  equazione  V ~ o dà  X ~ n collante , per  cui 
— X,  r,  -+-X0ru  parte  dell’ ultima  è eguale  ad  n(r„ — r,) 
(piantità  nulla  per  la  equazione  r,  — — o;  adunque 

i valori  richiesti  delle y,  z,  — - saranno  tra  quelli,  che 
soddisfaranno  le  equazioni  indefinite. 

r-H  Y)=o,  Z-*-(Z)—o, — , e la  7,I-t-(7’1)-7’0-(7’0)=O 
particolare  ai  limiti,  ove  ritengasi  X~a  costante.  VTale 
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a dire,  i valori  richiesti  delle  y,  5, sono  quelli,  clic 

corrispondono  alla  massima  o minima  primitiva  della 

funzione  f-v-a  V.  Quindi,  desunti  i valori  delle y,  z, 

dalle  primitive  complete  delle  anzidetto  equazioni  inde- 
finite , e determinate  le  costanti  contenute  in  esse  non 
clic  la  a esistente  già  nelle  stesse  equazioni  indefinite  in 
modo  da  soddisfare  la 

7’1-+-(7'I) — T0 — (rjizzo,  ed  anco  la  jFdx—M, 

si  otterranno  quei  valori  delle  medesime  costanti,  che 
sostituiti  nei  valori  anzidetti  delle  y,z,  — -,  li  ridur- 
ranno a funzioni  individuate , che  saranno  i richiesti 
valori  delle  medesime^,  z, . 

421.  Per  esaurire  tutti  i casi  che  si  possono  incon- 
trare de’ massimi  e minimi  di  cui  si  parla,  bisognerebbe 
contemplare  quello  pel  quale  la  funzione  f,  la  cui  pri- 
mitiva definita  dev’essere  un  massimo  od  un  minimo, 

contiene  anco  le,y0,  y„ y'0, y{, z0,  zl,z'Q, s{, — , — 

cioè  i valori  delle  variabili  corrispondenti  ai  limiti  della 
primitiva,  e quello  pel  quale  sono  date  equazioni  tra  le 
variazioni  delle  stesse  ya,  yt,  y\,  - - ma  siccome 
non  presentano  nessuna  difficoltà,  stante  i casi  trattati, 
e ciò  che  si  è detto  nella  lezione  antecedente , così  gli 
ommetto;  e passo  in  vece  ad  esporre  la  regola  genera- 
lissima , che  abbraccia  compendiosamente  tutti  i casi 
che  si  possono  incontrare. 

La  Jf  esprima  una  primitiva  definita  della  f,  fun- 
zione delle  variabili  x,  y,  z, , delle  loro  derivate 

prese  rispetto  alla  variabile  per  rispetto  alla  quale  si 
intende  presa  la  primitiva  Jf  stessa,  e di  quei  valori  di 
esse , che  corrispondono  ai  limiti  della  primitiva  : le 

F,  F,  - — V , V,  ---  esprimano  funzioni  analoghe  al- 
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la  f\  e debbano  sussistere  le  equazioni  Frzo,  Fzz o, — -, 

essere  costanti  e date  le  JF",  J F,  estese  come  la 

Jf-  Così  le  Jf,  F,— o,  F,=o,— jVx,  ; 

e le  Jf,  F,=o,  Ft=zo, jFt,  J V%, ; 

siano  rispetto  ad  altre  variabili  ciò  che  sono  le 

Jf,  F~o,  F~o, — " rispetto  alle  x,y,z. 

Le  A zzo , B~o,  - - - siano  relazioni  tra  i valori 
corrispondenti  ai  limiti  delle  primitive  di  tutte  le  va- 
riabili o solamente  di  alcune  ; e la  R sia  una  quantità 
formata  con  questi  medesimi  valori  delle  variabili;  e le 

equazioni  L~o,  Mzzo, esprimano  relazioni  date 

tra  le  variazioni  di  questi  ultimi  valori  delie  variabili 
stesse. 

Ciò  posto  vogliansi  quei  valori  delle  variabili  in 
(finzione  delle  principali  di  esse,  che  rendano  massima 
o minima  la  quantità 

R -+-  Jf-t-  Jf  -+-//, -4- ecc. 
tra  quelli  che  rendono  costanti  le  primitive 

jr,jf>,  ---jFt,ji\,--  -jrt,jr„-  - - 

e soddisfanno  tutte  le  equazioni 

Fzzo,  F—o, F,~o,  F,~o, 

A — o,  lizzo , - - - Lzzo,  M—  o, . 

Si  costituisca  la  equazione 

R+S(J/+ JkF+  J uF+e cc.+ a f F+  d/F+ecc.  )+S  aÀ+SITzo 
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dove  il  segno  S significa  la  somma  di  tutte  le  quantità 
analoghe  a quelle  scritte  immediatamente  di  seguito 
ad  esso  ; le  X,  (i,  - — indicano  funzioni  delle  rispettive 
variabili  principali , e le  et,  - - - a,  l altrettante  co- 
stanti. Trasformisi  la  quantità 

e si  avrà  essa  equivalente  alla 

s ( Py  Qy  -+-  ecc.)  -+■  s t, 

ove  le  P,  Q, hanno  significati  analoghi  a quelli 

delle  Y,  Z, T usate  nel  5 4'3  citato;  e la  equazione 

dianzi  costituita  si  ridurrà  alla 

S(Py-t-Qz-+-ecc.)-*S  T, — S Ta-*-R-+-SaÀ -*-Sl  t=zo 

la  quale  si  decompone  sempre  nelle  due 

S(Py-+-Qz-*-ccc.)—o,  S T, — ST0~+-R-*-SaÀ-*-SlÌ—o. 

La  prima  di  queste  ultime  due  equazioni  si  decomporrà 
in  tante  P~ o,  Q — o,  - — quante  saranno  le  sud- 
dette variabili  a determinarsi;  e la  seconda  in  tante 
quante  «iranno  le  variazioni  y0,  yt , y’0 , — zQ , z, , z' - 
contenute  in  essa. 

Trovinsi  le  primitive  complete  delle  equazioni 

P—o,  Q — o, F—  o,  F~ -a,  - - - F,  ~o, ; 

e si  avranno  i valori  delle  y,  z,  - - - X,  (i,  - - - for- 
mati colle  rispettive  variabili  principali , colle  costanti 
a,  fi, e con  quelle  completanti  le  medesime  pri- 

mitive trovate.  In  ultimo  si  determinino  tutte  queste 
costanti  ed  anco  le  a , b , - — t,m, col  sod- 

disfare e le  equazioni  nelle  quali  si  è decomposta  la 
S 71,  — S /Ì-+-  SaA  -+-  S II’. — r>  e quelle  che  risul- 
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tano  eguagliando  le  primitive  J F,J F, — -J Prl  ,J Vt , 

ai  rispettivi  loro  valori;  e si  otterranno  i valori  richie- 
sti delle  y,  z,  - - - . 

Prima  di  sviluppare  le  relazioni 
(5  4°5)  farò  almeno  in  parte  per  le  primitive  duplicate 
ciò  che  ho  fatto  per  le  primitive  semplici  od  ordinarie. 

LEZIONE  IV. 

Dei  massimi  e minimi  valori  delle  primitive  duplicate. 

4aa-  /(•*■>  y->  s-  s'»  *'»*//> ) esprima 

una  funzione  data  delle  x,  y,  z,  e delle  s',  zr  z",  z’,, 
zu,-  — derivate  parziali  della  z prese  rispetto  alle 
x, y variabili  indipendenti:  in  questa  funzione  cam- 
biando la  funzione  delle  x,  y rappresentata  colla  z , si 
avranno  differenti  funzioni  delle  x,  y,  le  cui  primitive 
duplicate , prese  rispetto  alle  x,  y ed  estese  tra  i mede- 
simi limiti,  saranno  aneli’ esse  differenti  le  une  dalle  al- 
tre: interessa  in  varie  circostanze  di  conoscere  la  fun- 
zione delle  x,  y valore  della  z al  quale  corrisponde  la 
massima  o minima  delle  primitive  anzidette:  vediamo, 
come  si  possa  determinare. 

Si  pongano  nella  funzione  f\n  vece  delle  z,  z',  zn 
z",  - - - le  loro  variate , cioè 

* a 

• V ..  . V .. 

z z eoe. , Zf  -+-  v Zj  •+-  — zt  ecc. , 


- v z’ 


— z'-4-ecc. 
2 


zn-+-v  z"h — z,f-+-ecc. , 


e si  avrà  f f-\ — — J^-4-ccc.  ; e però,  pel  valore  ri- 
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chiesto  della  z , dovrà  essere 
» 

fjfdxdy  -+-  e fjj dxdy  -+-  —Jjfdxdy-t-  ecc.  > Jjf  dxdy 

pel  minimo  e <^JJfdxdy  pel  massimo;  e conseguen- 
temente sì  pel  massimo  che  pel  minimo  avrassi 

fffdxdy=o, 

e separatamente 

fJfdxdy<^o  pel  massimo  efjjdxdy^> o pel  minimo. 
Sviluppiamo  la  equazione 

SJfdx.dy  — o. 

Dal  J 3g4  *'  l>a 

/=  Zz-t-  P1  ■+■  Qt , 

ove  le  Z,  P,  Q hanno  gli  stessi  significati  che  nel  pa- 
ragrafo citato;  e però  sarà 

JJ(Zz-*-P'+Q)dxdy  — o,  ossia 
ffZzdxdy+/(P[x,)—P(x0)yiy+f(Q(yt)—Q{y0))dx= o, 

dove  P(xx),  P(x0)  esprimono  i valori  della  P corrispon- 
denti alla  x eguale  ad  xx , x0,  e le  ()(/,),  Q(ya)  quelli 
della  Q corrispondenti  alla  y eguale  ad  yx , y0  ; e con- 
seguentemente come  al  § 4°6  dovranno  aver  luogo  le 
due  equazioni  seguenti 

JJzZ dxdy  ~o, 

/ ( *V.) — P{* o))  df  ■+■, J(Q(yd — QirJ)  dx=o. 

La  prima  di  queste  equazioni,  per  essere  la  z arbi- 
traria funzione  delle  x,y,  somministra  Z ==o,  cioè  la 
equazione 

Tom.  II.  18 
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Quindi  In  funzione  delle  x,y  valore  della  3,  corrispon- 
dente alla  massima  o minima  jj f dx  d y , sarà  tra 
quelle,  le  quali  soddisfanno  quest’ ultima  equazione;  e 
propriamente  sarà  quella,  clic  soddisfarà  anco  la 

/(  P (x.)  — P (xj)  dy  -+-/(  Q (y,)  — 0 (yj)  dx~o. 

4^3.  Suppongliiamo  ora,  che  i limiti  delle  differenti 
primitive  suddette  della  f debbano  cambiare  col  va- 
riare la  3;  e denominiamo  x„,  x,,  y„,y,  i valori  delle 
x,y  corrispondenti  agli  estremi  della  Jf fdxdy,  quan- 
do la  s abbia  il  valore  richiesto,  ed  ordinatamente 

. v,* ..  . v* .. 

x0 -*-v x0-*-—x0-*~ eco. , x,  -t-vx,  -4-  — x,  -t-eoc. , 

. e’  ..  . i>* .. 

yn  *>-•-«*•  > yi+vy*  y, 

i limiti  per  lo  primitiva  corrispondente  alla  variata 
della  s. 

In  questo  caso,  dovrà  essere  la  primitiva  duplicata 

della  f-t-vf- 1 — /*-»-ecc.  estesa,  quella  rispetto  allaxdalla 

■ • 

, 1»  „ , i»  ,,  * 

x=x0-*-vxo-+- — x0-«-ecc.  alla  » — r]-t-,vy1-i x,-t-ecc. 

e quella  rispetto  alla  y dalla 

• W*  ••  . t**  .. 

y^y<^y<>^-—ya-^c-  a,1;» y=yl^y,-*- ~y,-*^r- 

maggiore  pel  caso  del  minimo  c minore  pel  caso  del 
massimo  della  JJj'dxdy  estesa  l’ima  dalla  x — x0  alla 
X — Xx , e l’altra  dalla  yxzyn  alla  y~yx . Ma  la  pri- 

mitiva  definita  anzidetto  della  /-t-ecc.  è 

eguale  ($  384)  a^a  primitiva  della 

/-*- v ( /-+-  (•*/)'-+-  C r/h)  •+■ e<c- 
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estesa  dalla  x~xn  alla  x~x,  quella  rispetto  alla  x, 
e dalla  yz=.y0  alla  y~yx  quella  rispetto  alla  y ; 
adunque  dovrà  essere 

Jjfdxdy  -+-  v -4-  (x/)'-+-  (yf),)dxdy  ecc. 

minore  pel  massimo  e maggioro  pel  minimo  della 
jj fdxdy  ; c però  in  entrambi  i casi  sarà 

ff(if)+(xfY-+-(yf)l)dxdy=n- 

Sostituendo  in  questa  equazione  in  luogo  della  (f) 
il  suo  valore  (§  38o) 

Z i P'  -+-  Q, 

essa  si  riduce 

// 7.  zdxdy-t- fj ( P dxdy-+- //«?-*-  yf),  dxdy  r=o 

ossia 

ffZÌdxdy-4-f(P(x,)-*-xtft  — P(xJ—x0f„)dr 

-^f(Q(yi)-+-y,f,—Q{y0)  — yofo)dx=0’ 

la  «piale  si  decompone  evidentemente  nelle  due 
JJZzdxdy  — o ossia  Z~o,  c 
/(P(x,)-t-i,  /,  — P (x0)  — x„/„)  d y 
-*-/(  Q(Zi)  r.  /i — <?lr J —y0  L)  d*— « 

Quindi  il  valore  della  z sarà  qui  pure  uno  di  quelli, 
die  soddisfanno  la  equazione  Z—O  cioè  la 

fith-fw-fhi +/(*r  +/(*»;  +/(*//)«/— «cc.—o, 

come  pel  caso  dei  limiti  invariabili,  e propriamente 
sarà  quello , che  soddisfarà  anco  l’ altra  equazione 
qui  trovata. 


3-6  LEZIONI 

Se  in  quest 'ulti  ma  equazione  a soddisfarsi,  si  vor- 
ranno ridurre  le  variazioni  della  z ad  essere  quelle,  ebe 
hanno  luogo , quando  le  x,  y hanno  variate , converrà 
cambiare  le  z,  i' , i,, ordinatamente  nelle  (§  58 1) 

z—xz'—yz,,  (z—xz'—yz,!,  (z—xz'—yz,),, . 

4*4-  Per  indicare  come  talvolta  si  potrà  svolgere 

la  equazione 

J(P(x,)~ t- X,  f(xt)  — P (x„)  — x0  f(x„))  il y 

■+■/(<& /Ir.)— <?lr»)— r*/frJ)d*=°  ' ■ 

ó onde  desumere  da  essa  proprietà  relative  ai  limiti 

del  massimo  o minimo  valore  della  fff  d x d y , 
si  immagini  una  superficie  rientrante,  come  sono  le 
iperboloidi  ad  una  foglia,  ed  una  superficie  qualsivo- 
glia  segante  la  medesima  lungo  una  linea  rientrante , 
come  sono  le  ellissi  per  le  iperboloidi  ; e la  primitiva 
jjfdxdy  rappresenti  una  proprietà  di  quella  por- 
zione di  questa  superficie  qualunque,  che  ha  per  estre- 
mo la  medesima  linea  rientrante,  la  quale  avrà  per 
coordinate  jr0 , y„  > z0  od  x, , y, , z, . 

I.e  quantità  P-+-xf,  Q -+- yf  siano  limitate  a 
quella  di  queste  medesime  linee,  che  è il  limite  del 
massimo  o minimo  valore  della  primitiva  fjjdxdy,  evi 
jt  sia  l’arco  di  essa  linea  : evidentemente  le 

f(P-*-x/) /(*) ds,  J( Q yf)x'(') ds 

estese  a tutta  la  linea  di  cui  s è parte  indeterminata 
saranno  rispettivamente  eguali  alle 

/(P(xl)-^x,/(xl)-~P(xJ-—r0/(xj)  dy, 
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e però  la  equazione  a svolgersi  si  ridurrà  alla 

J(py  {•)-+-  <JAS)  ■+-  *fy'(')-*-yfx’(s))  ds — o. 

La  f contenga  le  sole  x,  y,  z,  z'.  zt , e sarà  P—z  f(z'), 
Q~z f'(~, ) ossia 

P = (i  — xz'—yzl)/'(z'),  e Q = (z  — xz'—yz ,)/'(-,) 
($  5g5)  ; e la  trovata  equazione  ridurrassi 
J(xD -+- yE-\~zG)ds  — n , 
dove  D =/y—  z'/'(*')  y - *'/'(*,)  X', 

£’  =/x'  — z,/'(z'J  y—  z,/(zj  x' , 
e G —J'(z') y' -t-/'(z;) x'  ; 
le  y,  x'  esprimono  y(r),  x'(r). 

Dalla  superfìcie  nella  quale  dev’essere  il  contorno 
suddetto  abbiasi  z~px-+-  qj  ; e si  avrà  la  equazione 

J — r-  Gp)x  -+-  (£  ■+■  Gtj)  y ) d s ^ o 
la  quale  si  decompone  nelle  due 

D -+-  pG ~ o , E-*~qGz. ro 

cioè  nelle  ((^  —*')/'(*') *')/'(=, )x'=:o , 

((“7  — zi)f'[z)  (<7  — z,)/'(s')j— °- 

Eliminando  la  y*  o meglio  il  rapporto  — da  que- 
ste ultime  due  equazioni,  si  trova  la 

/-*-(/'  — *')/'(*')  -+-(7  — -,)/'(zJ  = o » 

la  quule  dipende  unicamente  dalla  superficie  immagi- 
nata e da  quella  per  la  quale  la  primitiva  duplica  tu 
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fjfdxdy  è massima  o miniina;  dimodoché,  dovrà 
essere  soddisfatta  dal  valore  della  z desunto  dalla  Z—o 
cioè  dalla  y'(s) — f(z'Y — — °- 

Esempio.  La  f sia  la  J/(i-*-s,a-f-2j),  cioè  si  vogliu 
la  superficie , la  quale  ha  la  porzione  intercetta  tra  la 
immaginata  minima. 

Questo  particolare  valore  della  f dà  f'(z)—  o, 
f'(z')—~,  pei  quali  la  equazione  Z~  o 

si  riduce  alla 


ossia  ( 1 -1-  z ’)  s" — 2 z!  z, z\  -t~  ( 1-4-  z'")  z"~  o , 

e l’ultima  esposta  relativa  ai  limiti  diventa  i+pz'+qztzo-, 
e però  la  minima  superficie  sarà  tra  quelle,  le  cui  equa- 
zioni soddisfanno  la 


(n-Z,)z"—  2s'z,  z',-*-(l-*~Z,’)Z/l~0, 


e sono  perpendicolari  a quella  immaginata  cioè  a quella 
nella  quale  vi  dev’essere  il  contorno  di  essa  medesima. 

4a5.  Tra  le  funzioni  delle  x,  y valori  delle  z,  u,  che 
soddisfanno  la  equazione  F\x,y,  z,  u,  z',  u',  zn  ut , — )ro, 
vogliansi  quelle,  che  corrispondono  alla  massima  o 
minima  primitiva 


Jff(x> 2>  u>  *'»  "/>  - - -) dxdy, 


ove  le /,  F esprimono  due  funzioni  date  delle  x,  y,  z,  u 
e delle  derivate  z',  u',  z,,  u, , - - - poste  per  semplicità 


Ragionando  per  questo  caso,  come  al  § 4*3,  si 
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trova  che  i valori  delle  u,  z richiesti  sono  tra  quelli 
.soddisfacenti  le  «{nazioni 

Z-*-(7.)  — o,  V-t ~(U)=o 

dove  Z —f'(z)  —/'(*')'—/'(*,);  -+- ecc. , 

(Z)~  XF’(z)  _ (XF'(z'))'~  (XF>(z,)),  ecc. , 

U~f(u)  -f'(u'y-f'(uX -t-  ecc. , 

(U)=XF/(u)-(XFflu')y-(XF'(u)))/^ecc., 

e la  5.  esprime  (]ui  una  funzione  delle  x,  y da  elimi- 
narsi; dimodoché  i valori  delle  z,  u saranno  quelli,  che 
soddisfanno  la  F~  a e la  risultante  dalla  elimina- 
zione della  X dalle  due  Z-*-(Z)~o,  U s-(U)—o  : e 
propriamente  saranno  quelli,  che  annulleranno  anco 
l’altra  parte  della  equazione,  alia  quale  si  riduce  eolia 
solita  trasformazione  la 

/ f (./-+-  /.  F)dxdy—  o. 

4a6-  In  ultimo  , si  voglia  quella  funzione  delle  x,  y 
valore  della  z,  che  corrisponde  al  massiino  o minimo 
valore  della 

s>  *'■  */>  z"> )>irdy, 

e rende  la  jf / (x,  y,  z,  z, , z",  - - -)dxdy  eguale 
ad  M costolute  data , le  primitive  essendo  estese  ambe 
due  tra  i medesimi  limiti  dati. 

Si  potrebbe  soddisfare  questa  ricerca  mediante  hi 
proposizione  antecedente,  come  si  desume  quella  trat- 
tata nel  $ 4°4  da  quella  esposta  nel  § 4° ma  stimo 
ljene  di  procedere  col  metodo  seguente. 

Trovisi  il  valore  dellu  z,  che  corrisponde  alla  as- 
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soluta  massima  o minima  primitiva  (/-»-«/  )dxdy, 
ove  la  a esprime  una  costante  arbitraria;  indi  determi- 
nisi l’oc  talmente  da  rendere  JJf'dxdy  eguale  ad  M; 
ed  il  valore  corrispondente  della  z sarà  il  richiesto  ; 
giacché  un  tal  valore  della  »,  corrispondendo  alla  asso- 
luta massima  o minima  primitiva  JJ ( f-*-aV)dxdy , 
corrisponderà  anco  alla  massima  o minima  primitiva 
jjf  dxdy  più  a ìf,  e però  corrisponderà  alla  massima 
o minima  primitiva  Jjf  dxdy , e renderà  la  primitiva 
JJV dxdy  eguale  ad  M. 

Se  la  z,  che  deve  rendere  Jjf  dxdy  massima 
o minima , dovesse  rendere  due  o più  primitive 

JJf'dxdy , JJf  'dxdy,  — - costanti  e date,  bisogne- 

I 

rebbe  fare  per  la  quantità  f -+-o>V-\-fì  V cc. , ove 
«,$,---  sono  costanti  arbitrarie,  ciò  che  si  è fatto 
dianzi  per  J-+-aV,  e poscia  determinare  le  a,  (3,  - — 
od  altre  arbitrarie  talmente  da  rendere  i valori  delle 

primitive  JJ Vdxdy,  JJ f'd  xdy, gli  stessi  dati. 

437.  Osservando  la  analogia,  che  ha  luogo , tra  i ri- 
sulta menti  ottenuti  per  le  primitive  semplici , e per  le 
duplicate,  relativi  a quistioni  analoghe,  facilmente  si 
comprenderà , come  conseguire  quelli , che  possono  oc- 
correre per  le  quistioni  analoghe  e relativi  alle  primi- 
tive triplicate,  quadruplicate,  - - - ; anzi  questa  osser- 
vazione si  può  in  parte  estendere  anco  a ciò  che  espor- 
remo nella  lezione  seguente. 
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Dei  crìterj  per  distinguere  i massimi  dai  minimi  valori 
delle  primitive. 

4a8.  Ora  {lasseremo  a sviluppare  le  relazioni 

//<°.//>°; 

e propriamente  ad  esporre  le  proprietà  ossia  i eriterj , 
mediante!  quali  si  conosce,  se  abbia  luogo  la  prima 
ovvero  la  seconda  di  queste  due  relazioni , se  cioè  In 
equazione  Jf~o  corrisponda  ad  un  massimo  ovvero 
ad  un  minimo  valore  della  Jf. 

Per  semplicità  supporremo,  che,  ai  limiti  delle  pri- 
mitive, i valori  delle  variabili  e quelli  delle  rispettive 
derivate  siano  interamente  dati-,  e perchè  ciò  ha  luogo 
effettivamente  per  quasi  tutte  le  ricerche  piti  interes- 
santi, «1  anco  perchè  la  decisione  per  gli  altri  casi  si 
può  facilmente  ridurre  alla  analoga  di  questo  ; ed 
esporremo  tali  eriterj  ordinatamente  pei  casi,  che  la  f 

contenga  le  x,y;  x,  y,y’;  x,  y,  /,  y"\ e cosi 

continueremo,  contemplando  le  differenti  funzioni  con- 
siderate separatamente  nello  sviluppare  la  equazione 

//=°- 

4at).  Osservando  (§  5-8)  lo  sviluppo  della  J.  si  vede, 
che  in  alcuni  termini  vi  sono  le  sole  prime  potenze 
delle  variazioni  seconde  delle  variabili , e negli  altri  vi 
sono  le  sole  variazioni  del  primo  ordine  delle  variabili 
stesse,  aventi  però  in  ciascun  termine  due  dimensioni  : 
la  somma  dei  primi  di  questi  termini  si  indicherà  col 
•imbolo  _/(a),  e la  somma  degli  altri  coligli);  anzi 
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analoghi  simboli  si  useranno  per  indicare  altre  analoghe 
quantità  a queste.  In  tanto  avremo  -t-/7(  i), 

anzi  sarà  jf-jj'(i),  perchè  la  equazione  ff—  o trae 
seco  la  jf(i)—Q. 

Di  fatto,  la  / sia  f(x,y , z,  - - -y’, z', — -y",  z",  - - -); 
e sarà 


jU  =f'(y)y  +fW  -*-f'(y")y"-+-eec. 

-t-f'(z  ) z -+-  f'(z')z'-*-f'(z")‘z"-+-  ecc.  ecc. 

Trattando  questa  espressione  valore  della f(z) , come  si 
c trattato  quella  della  f nel  5 379,  si  ha 

f(i'px  Yy +Zz+ece.+  ( Yy  + Yy’+  ecc.+Zz  +Zz'+ecc.+ ecc.  Y; 

e siccome  dalla  equazione  Jjf—  o si  hanno  le  K~o, 
Z — o , , cosi  sarà 


J / (zj^zY,  yt  -+-  }',  y[ -t-ecc.-4-Z,  z,-t-Z,  zj-t-ecc.-t-ecc. 

i ..  i 

— Io  Yo — K yl  — ecc.—  Z„  zu  Zy  z'— ecc.— ecc. 


Ma,  se  i valori  delle  z',---  ai  limiti  della 

primitiva  sonodati,  lejo,^,  .yi.y’J  »— *o»  *t . si.  *1  *— 
sono  nulle-,  adunque  sarà  ^/'(a)z=o.  Vale  a dire,  la 
equazione  J'/"  — o annulla  la  Jj\z)  ; e per  tanto 
sarà  i);  per  cui  in  vece  di  sviluppare  le 

due  relazioni  Jf  , potremo  e basterà  svi- 

luppare le  J /(t)  <^o , jyji)^>o;  come  furemo  effet- 
tivamente. 

43o.  Siccome  occorrerà  spesse  volte  di  dichiarare , 
che  i valori  di  una  o più  funzioni  della  x , corrispon- 
denti a quelli  della  x dall’ x0  sino  all’ a:,  siano  tutti 
positivi  od  alcuni  nulli  e gli  altri  positivi  cioè  nessuno 
negativo  , ovvero  siano  tutti  negativi  od  alcuni  nulli  e 
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gli  altri  negativi , così  per  evitare  una  stucchevole  ri- 
petizione avverto  ora  per  sempre , che  ciò  si  esprimerà 
generalmente,  col  dire  che  le  funzioni  medesime  sa- 
ranno positive,  ovvero  negative  senz’ai  tra  dichiarazione. 

Ciò  premesso  passo  a sviluppare  le  relazioni 
//(i)<o,//(i)>o,  seguendo  l’ordine  già  enun- 
ciato (5  4a8). 

45 1.  La  f contenga  le  sole  variabili  x,  y,  e sarà 
f(i)—y'f"(y).  Chiamisi  A la  funzione  della  x,  che 
si  ottiene,  sostituendo  nella  f"(y)  in  vece  della  y il 
suo  valore  trovato  col  soddisfare  la  equazione  jf —o  ; 
e sarà  jA y*  il  corrispondente  valore  della  jy‘f{ ■) ; e 
però  (5  n4)  questa  primitiva  sarà  positiva,  se  positiva 
risulterà  la  A , e sarà  negativa , se  negativa  risulterà 
VA  stessa.  Vale  a dire,  la  y soddisfacente  la  equazione 
ff—  o corrisponderà  ad  un  massimo  ovvero  ad  un 
minimo  della  jf(x,  y) , secondochè  risulterà  la  A ne- 
gativa ovvero  positiva. 

43a.  La /contenga  le  x,y,y'  -,e  sarà  jf\  1 ) eguale 
alla  primitiva  di 

e però  il  valore  della  y soddisfacente  la  equazione 
jf roe  trovato  nel  § 4°6  corrisponderà  ad  un  mas- 
simo ovvero  ad  un  minimo  della  jf,  secondochè  rie- 
scirà  negativa  o positiva  la  primitiva  del  trinomio 

Ay‘  -4-  -iBy  y'  -4-  Cy‘‘ , 

ove  le  A,  B,  C esprimano  qui  i valori  delle  quantità 
f"(y) , ’ /"(/)  corrispondenti  a quello  del- 

la y soddisfacente  l’anzidetta  equazione  J/=  o. 
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Se  il  binomio  AC-  — B‘  fosse  positivo,  ovvero 
nullo,  il  segno  del  trinomio  A y' 2 By  'yJ C y“ , e 
però  anco  quello  della  sua  primitiva,  sarebbe  simile  a 
quello  del  C ($  1 56);  dimodoché  Yy  soddisfacente  la 
equazione  ff—O  corrisponderà  ad  un  massimo  della 
primitiva  ff  se  C sarà  negativo,  e ad  un  minimo  se 
C sarà  positivo. 

Non  verificandosi  queste  proprietà  relative  alle 
quantità  AC — B‘,  C,  si  osservi,  che  il  trinomio 
A y‘ •+•  iB y y' -+-  C y’’  è identico  all’ 

(A  - a')y’+  2 (B  - a)'yy’+  C j>‘  -4-  ( ay 7 , 

ove  l’ a esprime  una  funzione  qualsivoglia  della  x : [>er 
cui  la  primitiva  f f\  1)  è eguale  a quella  di 

[A  — a1)  y‘  2(B  — a)  y y’  Cy" 

più  quella  di  (ay2)1,  che  è a,  y\ — ol0  y*m . Quest’ ultima 
è nulla,  e però  la  primitiva  ff(i)  sarà  eguale  alla 
sola  di 

(A—  a’) y -+-  2(B  — a) y y1  ■+-  Cy'\ 

Se  esisterà  un  valore  della  a,  che  renda 
(A  — a')C—(B—a)’ 

positivo  o nullo  e che  non  annulli  C,  il  segno  della 
primitiva  Jj\  1 ) sarà  simile  a quello  del  C (5  1 56). 
Quindi , se  C sarà  negativo  , il  valore  della  y soddisfa- 
cente la  equazione  Jf—  o,  non  potrà  corrispondere 
che  ad  un  massimo  della  primitiva  ff-,  e se  risulterà 
C positivo,  il  valore  della  y non  potrà  corrispondere 
che  ad  un  minimo  di  questa  medesima  primitiva  ; ed 
effettivamente  corrisponderà  ad  un  massimo  o ad  un 
minimo,  se  vi  sarà  un  valore  dell’ a,  che  renda  positivi 
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ovvero  nulli  tutti  i valori  di 

(A  — a')C— (B  — «)’ 

dal  la  x — X0  sino  all’  x~xl. 

Sia  /=  \Z(i-+-y‘-+-(p->-q yy)  ove  p,  q espri- 
mano le  frazioni  — F'(x)  : F'(z),  — F'(y)  : F'(z),  cioè 
la  jfdx  sia  quella  considerata  alla  fine  del  pa- 
ragrafo 4*5.  Questo  valore  della  f dà  f"(y')  ossia 
C—(t-*-p’-*-q‘):fì  e però  positivo.  Quindi  la  lun- 
ghezza di  qualunque  parte  della  linea  contemplata  nel 
luogo  citato  non  potrà  essere  che  minima;  per  cui  sarà 
essa  quella  a seconda  della  quale  si  disporrebbe  un  filo 
quando  fosse  feto  sulla  superficie  rappresentata  colla 
equazione  F(x , y , z)  = o,  come  si  è già  detto  ed 
ammesso. 

433.  Un  valore  della  a,  che  rende (/^ — af)C^>(B — a)’, 
si  potrà  determinare  col  processo  seguente:  mi  limi- 
terò al  caso  che  siano  positivi  i valori  della  C dalTx0 
all’x, . 

Pongasi  rtcxB — p , p nuova  funzione  della  x : do- 
vrà essere  (A  — B'  -+- p')C^>p'. 

Sia  c il  minore  degli  anzidetto  valori  della  C,  ed  a 
l'analogo  della  A — B' : si  stabilisca  la  equazione 


{<t-+-p')c=p‘. 


la  cui  primitiva  dà 


u—  \/ac  ■ (1  -¥-ke*XV  — kc**  eJ  ; 

e però  sarà 

*=B-Vac(,  + ke%*^):V(t-k't'V*), 

la  k esprime  mia  costante  arbitraria.  Questo  valore 
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dell’ a soddisfa  la  relazione  di  cui  si  parla;  giacché 
per  essere 

a + u'<^A — K'+p',e  ee^Csi  ha (a+(i')c<^(A — J?'+p')C; 
e però  (A — B-+-(i')CT^>u  ossia  (A — a')C^>(B — <*)’. 

434.  Avverto  ora  per  sempre,  che  i valori  delle 
A,  B,  C,  m e delle  analoghe  quantità  corrispondenti  a 
quelli  della  x dall’  xa  all’x,  non  debbono  essere  infi- 
niti; giacché . se  ciò  accadesse,  cesserebbe  la  proprietà 
esposta  al  § n5,  alla  quale  si  sono  appoggiate  le  di- 
mostrazioni qui  esposte,  e si  appoggeranno  le  analoghe 
nel  seguito. 

435.  La  f contenga  le  x,  y,  y',  y"  ; e la  primitiva 
che  dovrà  essere  positiva  , o negativa , perchè  il  valore 
della  y soddisfacente  la  equazione  Jfzz.o  corrisponda 
ad  un  minimo  ovvero  ad  un  massimo  della  jf,  sarà 
quella  del  sestinomio  seguente 

Ay’-*-iBy  y'-¥-  a Cy  y"-*-Dy,,-¥-  a Ey'y"-+-  Gy  ", 
dove  A,  B,  C, esprimono  i valori  delle 

).£&)-- 

corrisjiondenti  allo  stesso  valore  della  y,  che  soddisfa 
la  equazione^/- o. 

Se  i valori  delle  A,  B,  C, renderanno  i va- 

lori del  sestinomio 

Ay  * -+-  a B y y -t-  eec. 

corrispondenti  a quelli  della  x dall’x„  all’x,  tutti  po- 
sitivi , ovvero  alcuni  nulli  e gli  altri  positivi , la  primi- 
tiva fj\i)  sarà  (J  n4)  positiva;  e però  la  y soddisfa- 
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«•ente  la  equazione  Jf—o  corrisponderà  nd  un  minimo 
della  Jf  ; e reciprocamente , se  pei  valori  delle  A,  Ti, 
C,  - - - riesciranno  quelli  del  sestinomio  tutti  negativi 
od  alcuni  nulli  e gli  altri  negativi , la  y trovata  col 
soddisfare  la  equazione  Jf—  o , corrisponderà  ad  un 
massimo  valore  della  primitiva^/. 

Non  verificandosi  nè  l’uno  nè  l’altro  di  questi  due 
rasi , osservisi  che  il  sestinomio  esposto  è identico  al 
polinomio 

+ a (E-y)y'y"+  Gy"‘+(ay’+  i(ì  y y'+yy'’)' 


ossia  al 

Gy"‘+lhy"y'+-ìky"yyly>‘+  2my'y+ny‘+(ay’-t2^yy'^yy”Y 


dove 


h~E- y,  kzC-P,  lzD-*(i-y',  mzB-a-0' , n~A - a ! 

e le  a,  /?,  y esprimono  funzioni  qualsi  vogliono  della  x; 
e però  dovrà  essere  positivo  poi  minimo  e negativo  pel 
massimo  la  primitiva  del  sestinomio 

Gy"’-+-  a hy"y’+i  ky"y  -+-  ly a my1  y -v-ny  \ 

giacché  la  primitiva  della  parte  a @y  y'-+- yj ')' 

è nulla. 

E per  tanto,  se  le  G,  h,  k,  - — saranno  tali,  che  si 
possano  determinare  le  (t,  fi, y in  modo  di  rendere  (§  i5j) 

Gl-h‘^>o,ed(nG-k’)(lG-h‘)-(mG-/i  k)‘f>  ovvero  ~o, 

la  primitiva  del  sestimonio  avrà  un  seguo  simile  a quello 
del  G.  Quindi  l’y  soddisfacente  la  equazione  Jf—  ° 
corrisponderà  ad  un  massimo,  se  G ossia  f(y")  sarò 
negativo,  e ad  un  minimo  se  questa  quantità  sarò  / tosi - 
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ti va , semprecchè  si  possano  soddisfare  le  due  relazioni 
antecedenti. 

Essendo  il  sestimonio  dianzi  esposto  identico  al 
prodotto  di  ^ per 

Cr 

lCy’+h?+kf)'^Gl-h')y\*(mG^k)yy+(n(^k‘)y, 

si  potrà  anco  tentare  la  determinazione  delle  a,  (9,  y tal- 
mente’da  soddisfare  le  tre  relazioni  seguenti 

Gl  — à’]>ovvero^o,  Grn  — AArr:o,nG — À’^>od=:o; 

giacche  soddisfatte  queste  relazioni , il  segno  della  pri- 
mitiva Jy’ riesci rà  simile  a quello  di  G come  sopra. 

436.  In  generale  possiamo  concludere,  che,  il  valore 
della  y soddisfacente  la  e<|iiazione  Jf~o  non  potrà 
corrispondere  ad  un  minimo  valore  della  primitiva 

//(*..*  /.  y,---y% 

se  quelli  della  f"( y>)  dalla  x = xu  alla  x = x,  risul- 
teranno tutti  negativi-,  e che  esso  non  potrà  corrispon- 
dere ad  un  massimo  della  medesima  primitiva  se  questi 
valori  della f"(yw)  riesciranno  indistintamente  positivi. 

437.  La  f contenga  le  x,y,z,y',  d.i  valori  delle 

y,  5,  che  soddisfaranno  la  equazione  Jf—  o,  cche  ren- 
deranno positiva  corrisponderanno  ad  un  minimo 

valore  della  Jf;  e quelli  che  renderanno  la  [f  ( t)  ne- 
gativa corrisponderanno  ad  un  massimo  valore  della 
stessa  primitiva  J f. 

Pel  caso  presente  si  ha 

j[i)~  Ay'-s-  2 By  z iCy  y's-  zDy  z' s- E z' 
-+.iGiy-+-iHzi'-+-Ky‘-viiy'z'-*-[.:J‘, 

dove  A,  B,  C,  - - - esprimono  i valori  delle  quantità 
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- corrispondenti  a 


quelli  delle  y,  z,  cbe  soddisfanno  la  equazione  jf~o. 

Se  pei  valori  delle  A,  B,  C, risulteranno  i 

corrispondenti  del  polinomio  Ay'  -t-  aByz~*-ecc.  tutti 
positivi  od  alcuni  nulli  e gli  altri  positivi , gli  anzidetti 
valori  delle  y,  z corrisponderanno  ad  un  minimo  della 

primitiva  jf\  e se  pei  valori  delle  A,  B,  C, gli 

anzidetti  del  polinomio  riusciranno  tutti  negativi  od  - 
alcuni  nulli  e gli  altri  negativi , sempre  qualunque 
siano  ìey,  z,y,  i valori  delle  y,  z corrisponderanno 
ad  un  massimo  della  Jf. 

Quando  le  A,  B,  C, non  abbiano  le  pro- 

prietà qui  enunciate , osservisi  , che  il  polinomio 
Ay*-*- 1 By  z -+-  ecc.  è identico  all’ 

(A-a')y+i(B-3')yi+i(C-a)yy,+2(D-P)yz'+(E-/)z  + 
i(G-tì)y,z+i{H~f)zz!+ty‘+iKyz,+Lz,1^ay*+Tifiyi+yz‘y, 


qualunque  funzione  della  x siano  le  a,  y,  e che  la 
primitiva  delia  parte  (ay‘-+-2$y  s-t- yz’Y  è nulla, 
per  cui  la  primitiva  dello  stesso  polinomio  sarà  posi- 
tiva ovvero  negativa  (5  1 1 4)  » se  lo  sarà  quella  della 
quantità 


ay'+i.hyz+icyy’+'ìdyif  +ez‘+2gzyl  +2hzz'+ly>‘  -nKy*  z'+ Lz'‘ 


dove  a —A  — a',  b=zB — c~C — a,  d~D — tS , 
e~ E — y’,  g=G  — 0,  ed  hz=I/  — y, 
e però , se  vi  saranno  valori  delle  a,  (ì,  y,  pei  quali  ri- 
sultino (J  1 5^) 

mp — n*^>o,  (mp — n)(mr — /*’) — (mq — nh)‘^>  od  ~o, 
dove  m~lL  — K‘,  n~gL  — hK,  k~cL — dK , 
p — el. — h',  q~bL  — dh,  ed  r~aL  — d*, 
Tom.  II.  19 
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e die  rendono  inoltre  L,IL  — K ’ entrambe  positive, 
od  entrambe  negative,  la  primitiva  J f sarà  nel  primo 
caso  positiva  e nel  secondo  negativa,  e conseguente- 
mente le  y,  s corrisponderanno  nel  primo  caso  ad  un 
minimo  della  Jf  e nel  secondo  ad  un  massimo. 

Qui  pure,  per  essere  il  polinomio  Lz'‘+2Kz'y'+ec.c. 

eguale  evidentemente  al  prodotto  di  — per 

( L z'-t-  K y'-¥-  h z-*-dy)‘-t (m  y'-+-  n z-*~k  y)‘ 


-4 -(m  p — «*)  z*-t-  a (m  q — nk)  yz-\-(nir — k*)y‘, 
se  si  potranno  determinare  le  a,{},y  in  modo  di  rendere 
mp — n"f>  od  zza,  mq—knzzo,  mr — k' od  —o, 
e che  risultino  (5$  1 1 3,  1 16) 

/„>o,  Ih — /ST’^>o,  ovvero  L<^ o,  Ih — 7T’<^o; 

i valori  delle y,  z corrisponderanno,  nel  primo  caso  ad 
un  minimo  e nel  secondo  ad  un  massimo  valore  della 
primitiva  Jf. 

438.  Lo  estendere  le  considerazioni  sopra  esposte  a 
funzioni  contenenti  tre  o più  variabili  analoghe  alle 
y,  z non  presenta  difficoltà,  eccetto  la  lunghezza  dei 
calcoli;  e però  non  mi  trattengo  su  di  esse,  anzi  non  mi 
tratterrò  neppure  a sviluppare  analoghe  proprietà  pel 
caso  che,  le  y,z, — - corrispondenti  al  massimo  o 
minimo  della  Jf,  debbano  essere  tra  quelli  per  cui  le 
primitive  J\,Jp,  - - -,  ove  le  à,  ip  esprimono  funzioni 
analoghe  alla  f,  sono  date  ; giacché  si  «inseguiscono , 
cambiando  nelle  esposte  la  f in  fs-aà-t-  btp-t-ecc. , 

dove  le  a,  b, sono  nuove  costanti  determinate  col 

rendere  le  J A,  J\p,  - — eguali  ai  rispettivi  loro  valori 
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dati.  E passo  in  vece  a trovare  quali  sono  le  proprietà, 
die  distinguono  i valori  delle  y,  z,  corrispondenti  al 
massimo  da  quelli  corrispondenti  al  minimo  valore 
della  primitiva  Jf(x,y,z,y',  z') , essendo  data  tra  le 
x,  y,  z,  la  equazione  F(x,  y,  z ) ~ o. 

I valori  delle y,  z,  che  corrispondono  al  massimo 
o minimo  della  primitiva  ff  soddisfanno  (§4<3)  la 
equazione  J(/" -+-XF)  ~ o : quelli  che  corrispondono  ad 
un  massimo  rendono  o,  ed  in  vece  quelli  che  cor- 
rispondono ad  un  minimo  rendono  o;  e però, 

siccome  bassi  F ~o-,  cosi  i valori  medesimi  rende- 
ranno anco  il  corrispondente  valore  della 
correlativamente  positivo  o negativo. 

Essendo  la  X funzione  della  sola  x , si  ha 
f-*~XF~ f(i)-\-XF(i)-,  e però  il  segno  della  primi- 
tiva Jf  (5  1 1 3)  sarà  simile  a quello  della  primitiva  del 
polinomio 

ay*+abyz+2cyy,+’idyi+ez'+  igzjJeihzz' +ly’‘ +2ky'  z'+mz'* , 

dove  le  a,  b,  c, esprimono  i valori  dei  hinomj 

( <T(f+\F)\  (d'\J-+-XF)\  (d'(f+XF)\ 

\ dj  )'\  dydz  )'  \ dydy'  ) 

corrispondenti  a quelli  delle  y>  z,  che  soddisfanno  le 
equazioni  1 

F(x,y,  z)  = o,  f(f-*-\F)=o. 

Se  i valori  delle  a,  b,c, rendessero  qpelli  del 

polinomio  ay‘-*~  a b y z -+- ecc.  tutti  positivi  ovvero  al- 
cuni nulli  egli  altri  positivi,  la  primitiva  jj\ i)  sa- 
rebbe positiva , e però  avrebbe  luogo  un  minimo  per 
la  jf  , e se  le  a,  b,  c,  - - - rendessero  quelli  del  poli- 
nomio tutti  negativi  od  alcuni  nulli  e gli  altri  negativi. 
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la  jy  corrispondente  sarebbe  un  massimo.  Non  avver- 
randosi  queste  proprietà , osservisi , che  dalla  equazione 

• F'iy)  . 

F'(y)y  -+-  F'(z)z  = o si  ba  z = — ossia 

F'(y) 

z = py,  posto  — jj ^ — p i 

e che,  sostituendo  nel  polinomio  stesso  in  vece  delle  z,  z' 
i loro  valori  py,  p'y-*~py'<  si  *>a  ■dy'-*-iByy'-+-Cy,‘, 
supposto 

a a li p -+-  '2  d p' -+-  e p'-+-  2 lipp1- 4-  nij/  ” ^ , 

, .+_  dp-t-gp-*-hp2-*-kpr-*~nipp'xzB,  l-t-ikp-t-mp’—C; 
e jici'ò , se  risulterà  (§  i56)  AC — B’^>od“0  avrà 
luogo  un  massimo,  qualora  sia  o ed  un  minimo 
se  C^>o. 

Non  incontrandosi  neppure  queste  ultime  proprie- 
tà , si  osservi , se  vi  è valore  per  la  a funzione  della  .r  , 
che  ronda 

{A  — a')  C — (R  — o)’>  od  =0; 


che  verificandosi,  la  primitiva  sarà  un  massimo  od  un 
minimo,  secondo  che  sani  C nrgalivo  o positivo. 

45g.  Passo  al  caso,  che  sì  la  f che  la  equazione  F—o 
contengano  le  X,  y , s,  y\  z'. 

I valori  delle  y,  z corrispondenti  al  massimo  o 
minimo  della  Jf  annullano  la  e <lue^* 

corrispondenti  al  massimo,  debbono  rendere  Jf  nega- 
tiva, come  quelli  corrispondenti  al  minimo , deblxino 
renderla  positiva;  e però,  per  essere  Fzxo,  questi 
valori  renderanno  negativa  o positiva  correlativamente 
anco  la  primitiva  della  f-\-XF  ossia  della  f(i)-t~XF(i) 
cioè  del  polinomio 

ny’+’ìbyz+T.r  'yy' -Vìdyz'^ez  ■^■igzy' ■^■iììZz,-¥liyJ‘ z! *01^’ y 
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dove  le  a,b,---  m significano  <juei  valori  delle  derivate 

V W )*\  <hd~  r"  \ dtr  )• 

che  corrispondono  a quelli  delle  y,  z soddisfacenti  le 
equazioni 

F(x,  y,z,y',z')~o,  F)  = o. 


Qui  pure,  se  le  a,  b,  c, rendessero  i valori  di 

quest’ ultimo  polinomio  positivi  od  alcuni  nulli  egli 
altri  positivi , ovvero  li  rendessero  negativi  od  alcuni 
nulli  e gli  altri  negativi,  qualunque  fossero  y,  z,  y',:', 
avrebbe  luogo  ordinatamente  un  mimmo  od  un  massi- 
mo per  la  j f. 

Non  verificandosi  queste  ultime  proprietà,  ossei  visi, 
che  ha  luogo  tra  le  variazioni  y,  z,y,z'  la  equazione 

F’(y)  y F'(z)  z F '(/ ) ?-*-  W)  = — » . 

la  quale  dà 

z'  — pjr-*-qz-*-ry, 


ove  le  p,  q,  r esprimano  — 


ny 

F'(z') 


f'(z)  ■ ny > 

F'(5')’  F'(S') 


cioè  le  derivate  parziali  ('-j—  ^ ^ , ^-^7^  desunte 


dalla  equazione  data  F — o ; e pongasi  questo  valore 
della  s'  nel  polinomio  a y‘- 1-  1 b y y's-  ecc. , e si  avrà 

A y‘s-  ili'yy-^-iiCy  y~\-  D z’-+-  a E z y'-+-  G y‘~ 


dove 

A~a+Klp  + mp‘,  H~b+fLj+rnpq,  C~c+ih  +kp-rmpr. 


l)—t  + 2hp+mq\  Frrg+ /ir+  kq + mqr,  e G—l+ikr+mr 


Si  provi , se  le  //,  B , - — siano  tali  da  rendere  i 
valori  di  questo  polinomio  tutti  positivi  od  alcuni  nulli 
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e gli  altri  positivi , ovvero  se  li  rendono  tutti  negativi 
od  alcuni  nulli  e gli  altri  negativi,  indipendentemente 
dalle  variazioni  contenute  in  esso,  che  accadendo  ciò, 
avrà  luogo  rispettivamente  un  minimo  ovvero  un  mas- 
simo della  primitiva  Jf.  Altrimenti  procedasi  come  al 
5 437,  cioè  al  polinomio  trovato  sostituiscasi  l’identico 

(A-a'-iPp)y+i(B-P'-py-qP)yi  + i(C-a- rp)jy+ 

(D-yJ-qy)z‘+i{E-t}-ry)zy+Gy‘+  (ay*+  nPyz + yz‘Y, 

dove  le  a,  p,  y sono  funzioni  qualsi vogliono  della  x;  e 
la  cui  primitiva  è la  stessa  di  quella  della  sua  prima 
parte  cioè  della 

G y’~*~  2 ( 1 ) y'z  -+- 2 (2)  yjr  -+-  (5)  z’-+-  a (4)  s y'-+-  ( 5)  y *: 

i simboli  (1),  (2),  (5),  (4),  (5)  esprimono  ordinatamente 

E-p-ry,  C-a-rp,  D-y'-qy,  B-P'-py-qP,  A-a'-ipP ; 

e però  (§  1 5^  ) , se  vi  saranno  valori  per  le  a,  p,  y,  che 
soddisfacciano  le  due  relazioni 


(5)G-(.)’>o,  ((5)G-(.)*)((5)G-(a)')-((4)G-{i)(a))*>od=o, 

la  Jf  sarà  massima  o minima , secondo  che  risulterà 
G negativa  o positiva. 

E qui  pure,  per  essere  il  polinomio  Gy^’+afi^  'z+ecc. 
identico  al  prodotto  di  ~ per 

(Gy+(,)it(2)3,y+((5)G-(.r)i*+a((4)G-(i)(2))>i  + ((5)G-(a)’)- 

risulta,  che  avrà  luogo  un  massimo  ovvero  un  minimo, 
secondo  che  risulterà  G<^  ovvero ^>0;  purché  le  a,  P,  y 
scddisfuccino  le  tre  relazioni  seguenti 

(3)G— (i)’>od=o,  (4)G — (i)(a)zro,  (5)G — (a)’>  od=ro 
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cioè  le  ( D — y — qy)G  — (E  — (9  — ry)*>od=o, 
(B — j9' — py — qtS)G — (E — 3 — ry)(C — a — r/9— o , 
{A  — a' — *p3)G — ( C — a — /•£)*>  od  rro. 

Possiamo  intanto  concludere,  che  se  la  G,  valore 
del  trinomio 

id‘[f+XF)\  F'(y')  (d‘(f+XF)\  {d'(f+XF)\ 

\ dy*  " > F’(z')\  dy'dz'  ì F'( s')' V lzT~ ì 

corrispondente  a quelli  delle  y,  z , che  soddisfanno  le 
equazioni  F—O,  J(J-*-XF) ~o  risulterà  positivo,  il 
corrispondente  valore  della  J f , non  potrà  essere 
die  un  minimo  ; e se  il  valore  di  tal  trinomio  risul- 
terà negativo,  quello  della  Jf  non  potrà  essere  che  un 
minimo:  se  poi  G fosse  nullo,  ognun  vede  quali  pro- 
prietà si  debbono  verificare , perchè  vi  sia  un  massimo 
ovvero  un  minimo. 

44o.  Se  \af  contenesse  le  sole  x,  y,z,y,  e la  F fosse 
z' — <p(x,  y,  s,  y),  avrebbesi  evidentemente  G eguale  al- 
l’anzidetto  valore  pel  binomio  f"(y') — X/p"(y)  e però,  se 
questo  sarà  positivo,  non  potrà  aver  luogo  che  un  mini- 
mo , e se  sarà  negativo  non  potrà  aver  luogo  che  un 
massimo  valore  della  Jf[^tyiZ,y'):  risu] lamento  tro- 
vato altrimenti  la  prima  volta  dal  cav.  Bninacci. 

44*.  Pel  caso  di  /’=s',  che  è molto  interessante,  le 
derivate  seconde  della  f medesima  sono  tutte  nulle ; e 
però  le  a,  b,  c,  - — risultano 

per  cui  si  ha  G eguale  al  valore  di 

* * r -** r'  F"(*')ì  os5Ìa  <U 

/ d’z'  \ 

— X F'(  s')  y“  h essendo 
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dimodoché,  il  valore  della  s corrispondente  a qui  i lo 
della  y,  che  soddisfa  insieme  a quello  della  y medesima 
la  equazione  y(/-+- XÉ)  =o , sarà  un  massimo  od  un 
minimo  secondo  che  risulterà  negativo  o positivo  il 
prodotto 

E qui  si  rifletta,  che  anco  per  questo  caso,  si  suppon- 
gono dati  tanto  i valori  delle  y,y'  quanto  quelli  delle 
s,  s',  come  si  è ammesso  per  ogni  altro  caso. 

44*.  Unicamente  per  indicare  come  regolarsi , onde 
stabilire  i criteri  atti  a distinguere  i massimi  dai  minimi 
valori  delle  primitive  duplicate,  tratterò  il  caso  della 

JjA*,y>  *'»  */)  dxdy , 

ammettendo  come  si  è fatto  per  le  primitive  ordinarie , 
che  le  z,  i',  zt  agli  estremi  di  entrambe  le  primitive 
parziali  siano  date. 

Facilmente  si  trova 

/=/'(*)* +/>')  *'+/>,)*/ + *’/'(*) + (££) + > (jJtY 

*'*/"(*')+ 2 'z%  (jjjt) + *?/"(*/)  » 

ed  anco  che  la  equazione 

fJ(irW+Ì’f *,fM)dxdy  = o dà  la 
//(./»  * -*-/'(*')  *'  -+-/'(*/)  */)  dxdyz=.  o ; 

e però  la  primitiva  Jfj'dxdy  sarà  la  stessa  cosa  della 
primitiva  duplicata  del  solo  sestinomio 

rw^(- 
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Quindi,  pel  massimo  valore  della  jjf  dxdy  dovrà  es- 
sere negativa  la 

Jf(A  i*-t-  •zBzz'-*-  a Cz’z,  -+-  Di’'-*-  zEz'z,  -+-  G’z))dxdy , 

e pel  minimo  dovrà  essere  questa  primitiva  posi- 
tiva : le  A , B , C,  — - esprimono  i valori  delle 

/'(*)•  (é£)>  ' ' ‘ cor,isp°ndenti  ° ‘iuell° 

della  s,  che  soddisfa  la  equazione  JJfdxdy— o. 

Ora,  se  1 e A,  B,  C, avranno  i loro  valori , 

corrispondenti  a qualsivogliono  valori  delle  x,  y di 
quelli,  che  sono  tra  i limiti  delle  primitive,  tali 
da  rendere  i corrispondenti  valori  del  sestinomio 
A s*-t-  a B 2 z'-+-  ccc.  tutti  positivi  od  alcuni  nulli  e gli 
altri  positivi , ovvero  di  renderli  tutti  negativi  od  al- 
cuni nulli  e gli  altri  negativi , il  valore  della  z sod- 
disfacente le  equazione  fjfdxdy  — o,  corrisponderà 
(5  «57),  nel  primo  caso  ad  un  minimo  e nel  secondo  ad 
un  massimo  valore  della  primitiva  fff dxdy. 

Non  verificandosi  queste  proprietà  pel  polinomio 
Az‘-*-zBzz'-*-ecc.,  ad  esso  si  sostituisca  l’identico 

(A  — a' — /?,)  s’-t-3  [B  — «)sà'-4-3(C—  0)zz,-+- 

D z'”-+-  3 E s'iì,-+-Cj;  + (a  z’)'  -*-  {p  za)/ , 
ove  et,  (?  esprimono  due  funzioni  qualsivogliono  delle 
x,  y;  e la  JJfdxdy  sarà  eguale  alla  sola  primitiva 
analoga  del  sestinomio 

az-*-  zb'zz'  -+-3<  zz/-f-Z)z'a-+-  aj&’z'z,-»-  Gz), 
dove  a=A—a'—Pl,  b~B — et,  czzC—0-,  giacché  la 
primitiva  del  binomio  (ai')'-*- ($z*);  per  essere  eguale 
a f(a,*‘.  — <*'Zl)dy  più  J@,z‘t  — P,z.)dx  è zero. 

Ma  il  sestinomio  è eguale  al  prodotto  di  ~ pel  quat- 
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trinomio 

(Gzy  +£s'+  cz)‘+  (DG — E1)  s"+  1 (bG — cE)zz'+  (nG — <-’)z\ 
ossia  al  prodotto  di  ~ per 

-|(ms'-t-«z)'-t-(ran  — r*)zaJ,  ove 

m~DG — E",  n — bG — cE,  ed  r~aG  — ca; 

adunque,  se  risulta  m ossia  DG — £”  ^>0 , e si  possono 
determinare  le  a,  £ talmente  di  rendere  mn  — r3  cioè 

(D G — Em) (b  G — cf)  — (a  G — c*)a > od  = o , 

la  JJfdxdy  sarà  positiva  o negativa,  se  tale  rie- 
scirà  G;  vale  a dire  il  vnlore  della  s soddisfacente  la 
equazione  JJf dxdy—o  corrisponderò  ad  un  massimo 
della  JJfdxdy,  se  f"{z ) sarà  negativo,  e corrispon- 
derà ad  un  minimo,  se  sarà  f"( s()  positivo;  semprechè 
riesca  per  entrambi  i casi  DG — E’"^> o , e che  si  possa 
mediante  opportuna  determinazione  delle  «,  (9  rendere 
{DG-E')(G{B-a)-(C-0)E)-((A-a'-Pl)G-(C-P)‘)‘>  od  =0. 
Anco  per  questo  caso  si  vede , che  per  essere  il  se- 

stinomio  eguale  al  prodotto  di  pel  quadrinomio 

(x 

(Gz,+Ez'+cz)m+(DG— £”)»,*+a(àG— cEfiz+(aG— ca)s\ 
se  risulterà  DG — Ea'f>  od  =0,  e si  possano  determi- 
nare le  a,  P talmente  di  rendere 
bG — cE  ossia  (tì — a)G — (C — P)E~o,  ed 
aG  — c*  ossia  (A — a' — (. ìt)G — (C — od  =0, 
il  corrispondente  valore  della  JJfdxdy  sarà  un  massi- 
mo o un  minimo , secondo  che  risulterò  G ossia  f"(z,) 
negativo  o positivo. 
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PARTE  UNDECIMA 

CALCOLO  DELLE  DIFFERENZE  FINITE. 


LEZIONE  PRIMA 

Delle  differenze  delle  funzioni  di  una  sola  variabile. 


443*  La  yx  o semplicemente  y rappresenti  una  fun- 
zione della  x , e la  a una  costante  rispetto  alla  x me- 
desima: per  indicare  i risultamenti  che  avransi  col 
porre  nella  yx  in  vece  della  x successivamente 

x — me, x — 20,  x — a,  x-w>,  x-+-a«,  - - - xs-no 

si  useranno  ordinatamente  i simboli 

y x-mu  * “ ” “ y x-to  ’ y x-u  ' y x+tj  > yx+*u  > ” “ “ y r+mu 

ovvero  i seguenti  y, y,  y,  y,  y, y:  anzi  si- 

milmente si  indicheranno  tutti  i risultamenti  analoghi 
a questi  medesimi , qualunque  sia  la  variabile  e la  fun- 
zione di  essa  dalla  quale  trarranno  essi  origine. 

Le  quantità  yx+u , yT+tu, y*+nu  « chiame- 

ranno valori  conseguenti  della  yx,  e particolarmente 

primo,  secondo,-—  n esimo,  e 1 ey^y^,, y^ 

si  chiameranno  primo,  secondo,  - — m esimo  valori 
antecedenti  della  stessa  yx . 

La  quantità  yx+u — yxs i chiamerà  differenza  fi- 
nita del  primo  ordine  o differenza  finita  prima,  o sem- 
plicemente differenza,  della  funzione  .y»;  ed  essa  si  in- 
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dieljerà  col  simbolo  Ajj.,  dimodoché  sarà 

Aj't — y x i li  y x • 

così  la  A yg+u  — A yx , che  è la  differenza  della  SyT 
cioè  AA yT,  chiamerassi  differenza  seconda  della  yT  ; 
e si  indicherà  con  A *yx,  per  cui  sarà 

A*J  * — A y x+0  Aj'x , 

la  AayT+.,j — A^'x , che  è AA*^,  differenza  della  A*^, 
chiamerassi  differenza  lei  za  della  yT  ; e si  indicherà 
con  ò?yT  e però 

A3  yx  — Aa.>  v+«  — Aa^r . 

In  generale,  per  indicare  la  differenza  n esima  della 
funzione  j',  si  scriverà  A"^;  cioè  qualunque  sia  la 
funzione,  della  quale  si  vorrò  indicare  la  differenza 
n esima,  scriverassi  A"  avanti  la  medesima,  col  riguardo 
di  racchiudere  la  funzione  tra  due  parentesi , quando 
essa  sia  la  somma  di  più  funzioni. 

444-  Essendo  la  A(KJ.-t-zx-*-ccc.),  differenza  del- 
la somma  delle  funzioni  ux,  zx,  — -,  eguale  ad 
«x+u  :«u  ecc.  — (nx-t-z.r-+-ecc.),  si  ha 

A (tix  -+-  zx  -t-  ecc.) = A ux  -+-  A sx  -+-  ecc.  ; 

cioè  la  differenza  della  somma  di  più  funzioni  eguale 
alla  somma  delle  differenze  di  esse. 

Così,  per  essere  A Ayx,  ove  A esprima  una  co- 
stante, eguale  ad 

dyT+u—Ayx ossia  aàA{yx+^—yx)  si  ha\Ayx=ASyx, 

cioè  la  differenza  del  prodotto  di  una  costante  per  una 
funzione  della  x eguale  al  prodotto  della  costante  per 
la  differenza  della  funzione  medesima. 
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445.  Nella  equazione  ±yxzryx+u—yx  ( S 445 ) si 
pongano  in  vece  della  yx  successivamente  le  funzioni 
semplici  xm,  ax,  lng.x,  sen.x,  cos.x;e  si  avranno  le 

Ax,n— (x-t-6>)m — x"‘— nix""'  «h — — ijcm"*t>*-4-ecc., 

A 1 og.X  = log.(X-4-6l)  — log^r  = log.  ( I -)  , 

A sen.xzr  aen.(x-Ha) — sen.xrr(cos.6i — i)sen.x+sen.«cos.x, 


Acos.x— cos.(x+«) — cos.x=(cos.«—  1 )cos.x — sen.osen.x. 

o 00 

Essendo  cos  a> — inz — asen.  —,  e sen.w — ason.— cos.—, 

a 2 a 

queste  ultime  due  differenze  si  riducono 

01  « o\ 

asen.—  (cos.xcos. sen.x  sen.—l , 

3 v * 3 a / 

o / a 

— 3 seri.-  sen.x  cos. — t-cos.xsen.-l  ; 

3 v 1 a/ 

e però  sarà  anco 

» 0 / w\ 

A sen.x  = a sen.-  cos.^r-+--j , 

£1/611 
e Acos.x  = — a sen.-sen.(x-r--j. 

446.  Nella  medesima  equazione  A y^=zyx+u — yx  (>o ri- 
gatisi in  vece  della yx  le  f(t),  uz,  ove  le  t,u,z  sono 
funzioni  della  x e la  f(t)  della  / ; e si  avranno  le 

A/M  =/W  -/('>. 

1 1 

Aui  = u z — u z, 
le  quali  si  riducono  alle  seguenti 

A/(/)=/(t-s-A/)-/(/), 

A » z ss  u A z z A u -+-  A u- A s , 
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per  essere  \t—t  — t,  Au  = u — u,  A z — z — s e però 

I I I 

t—l-4-St,  u — u-t~\u,  Z=ZZ-4-Az. 

La  prima  di  queste  ultime  due  equazioni  insegna, 
che  la  differenza  della  funzione  f(t)  è formata  colle  quan- 
tità t,  A/,  come  quella  della /(.r)  lo  sarebbe  colle  x,  u ; 
e per  tanto  dalla  differenza  di  questa  si  potrà  desumere 
immediatamente  quella  della  f(t),  cambiandovi  le  x,o 
nelle  t,  A/.  Per  esempio,  dalle  trovate  differenze  delle 
funzioni  sen.x,  cos.x  liansi 


A A<  / 

' Al\ 

A sen.  t~ r a sen.  — cos.  1 

(H , 

2 \ 

y 2 y 

A A/ 

A A 

a co».  — 2 sen.  — sen. 

2 ’ 

l a / 

qualunque  funzione  della  x sia  la  componente  t. 

Dalla  seconda  poi  o dalla  sua  equivalente 

i 

±uz—u\z-*-z\u, 
supposto  z~u  si  ha  la 

I 

Su*~(u  -*~n)  Au. 

Se  la  J contenesse  oltre  la  l anco  le  sue  differenze 
A t,  A’/, , fosse  per  es. f(t,  A t,  A avrehbesi 

A A 1,  A*/,- --)—/(»,  A/,  A*  /,---)  ossia 
A /=/(M-Ar,  A/-+-A*  t,  A*  /-e-A3/,  - —)—/(<,  A r.  A*/,  - - -) 

I 1 

per  essere  At,  A4/, 

Cosi,  nella  stessa  equazione  àyxzyxtHJ  — yr  po- 
nendo successivamente  yr  eguale  ad 

rx:r:Ang.tang.x,  ad 

u^=x(x- i~o){x-*-2o) (L-t-ma),  a 

ox — t(z" — t))(x—  2«)  — -(x — ma),  ad  — ed  anco  ad  — , 
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mi  eseguile  alcune  riduzioni , sì  hanno  ordinatamente 
Ar^Ang.tang.^— 

<5ku,=  o(/n-+-i)  • (x-*-«)  (x-+-a6>)— —(x-+-  »i«), 
A<>rr=«(m-+-i)  • x(x — o)(x— ao)— - (x — (m — t)o), 
A — = — i):x{x-¥~o)- — (x-+-(rn-+- i)w)  , 

nx 

A — ~ — o(m-i-t)  : (x-*-t>)(x-+-aw) (x-*~mo). 

44  7 -Essendo  Aa*=(a“ — i }ax, si  ha  A 'aT=(/iu — i)Aax 

(S  444)  ; e pe<-ò sar® 

Aaa*  = (rt" — i)’a*: 
similmente  si  trovano 

A 3a*=(a<J — i^a*,  A ^nx  — (a,J  — i^ax, ; 

e conseguentemente  avrassi 

A"a*— (a“ — i)*ax 

Vale  a dire,  la  differenza  n esima  della  esponenziale  ax 
è eguale  al  prodotto  di  essa  esponenziale  per  la  potenza 
n esima  del  binomio  a" — i. 

X 

Se  fosse  a — (i  -+-<•)“  e però  ax~ (i-+-c)"  ove  c 

esprime  una  costante,  risulterebbe  a" — i=e,  e per  tanto 

£ * 
A*(i+c)"=('(h -e)“. 

Così , per  essere 

ros.^x  -t-  — sen.^x  , 

ove  la  X esprima  un  angolo  retto,  si  ha  (5  44'*) 

Asen.x  = 2 sen.^scn.^x  , 

(J  t Q \ 

e però  A'sen-xzrasen.-  Asen.^x  -+- 
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Ma  A sen.(x-*~  ^ -4-J,j:=a  sen  ~ sen-  (x'f’  “ •+&+•  - -+-5.J  ; 
adunque  sarà 

A1  sen.xrr  (asen.^j  sen.^x-+~ a 


Similmente  si  trovano 


A3sen,x=  ^asen.^j  sen.^x-*-3^-+-Xj^, 

A* sen.xzz  (asen sen.^a:-»-4(~“4-^)^» 

" ——  — — — — — — — — — — J 

quindi  risulterà 

A"sen.jr=  |asen.^j  sen.^x-+-n^--*-5lj^. 

Rammentandosi  che  — sen.^r  + -j=cos.(x  -*  - +5,j, 
si  trovano  facilmente  • 

A cos.x  =:  a sen.— cos.(x l'j, 

A’cos.x=  (asen.^j  cos.^x-*-  2 ^ -+■  , 

A3  cos  x=(asen.^j  cos.^x-f-5  ^-+-3.)^, 

e conscguentemente  sarà 

A"  cos.  x = (a  sen.-)  cos. 

Essendo 

A*  sen. x = (a  sen. ^)  sen.  (x  + u + al), 
e sen.  (x -4- w -+- a X)  = — sen.  (x-t-«) 

(Ol* 

asen-j  sen.  (x 
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ma  dalla  equazione  Asen.x— sen.  (x-*-«) — sen.  x bassi 


sen.  (x-4-t>):^Asen.x-4-sen.x;  adunque  sarà 
A*  sen.  x = — (a  sen.— j (A  sen.  x-t-  sen.x)  ed  anco 

A"  sen.  x = — (a  sen.  -j  (A^'sen.  x-+-  A"'* sen.x), 

proprietà  utile  per  alcune  applicazioni  pratiche. 

Così , per  essere  ( § 44^  ) 

4tiI=(m-i-  i)u  • (x-s-tf)  (x+a«)—(x+ffiB),  si  ha 

— {/K-n  + a)«n-{x+n«)(x+(n  + i)«)---{x+mt> 
Similmente  si  trova  ' 


s=(/n+  i)(m+  a) (m  +n)( — i)"  : x(x  + «)  — (.r  + (m  + n)o ). 

Se  l’n  eguaglia  l’m,  risulta 

Am  ux^z(ni-+-t)m(m — i)- -- 3 • a • «m • (x-t -mu)  per  cui 
Am+I  Ujj=:(/n-4-i)m(m — i) 3 • a • i • «"*+t  cioè  costante. 

Analogamente  si  possono  trovare  le  differenze  n esime 
di  molte  altre  funzioni  : non  voglio  ammettere  di  far 
osservare,  che  si  ha,  pel  caso  d’m  intero  e positivo 

Amxm~ m(m — i )(m  — a)  - - - 3 • a • i um . 


448.  Fra  gli  sviluppi  di  differenze  finite  di  ordini 
superiori  uno  dei  più  interessanti  è quello  di 


c*  bx 
A — A — A 
cF  c* 


ove  la  ux  esprime  una  funzione  qualunque  della  x , e 
le  a,  b,  c,  d,  - - - k,  l,  m sono  n costanti.  ♦ . 


Essendo  ax  A — auu ),  si  ha 
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Così , per  essei'e 

//'A  ^(«  — a°  u)~b'u  (u  — (a"-t- 6")u-f-a" buu'j 

• i - . » nX  . “ . i 

risulta  c*A  — A — A — - eguale  ad 

cx  £x  „x  » 

(n //)'"/■*  A («  — (a"  -+-  bu)u-¥-au  bu  u ) 

ossia  ad 

/ 3 a i 

(a6r)-"(«—  (au+b°+cu)u+(a°b0+aycu+buc0)u — a“iur"«ì. 

Osservando  i secondi  membri  delle  equazioni 

oxA— a‘"(u  — au  u), 
ax  ’ 

i*A  — A — z=(rtA)‘u(w  — u -4-/7"  Au //^ , 

,J- A^A^jA  ^—(abeyu^u-(au+  bu+  cu)ù + (aabu+au  cu+  //Jcu)ù - aubucun ) 
facilmente  si  comprende,  che  lo  sviluppo  richiesto  sarà 

n »-T  n-a 

{alte  - - - lm)~u(u  — A u -+-  B u — - - - Tu) . 

ove  gli  A , B , - - - T esprìmano  i coefficienti  della 
equazione 

an  — A a"-'  -+-  ± T~  o , 

le  cui  radici  o valori  dell’a  siano  a",  b° , cu,  — lu,  /«“. 

11  multamento  trovato  dà  il  polinomio 

* a • n-  i n-a 

“x  — A ur  -+-  B ux ± T ux  identico  a 


(a he lm)u  m*  A (- 

V/i 

rf4— (; 

3)'4  (i 

± TmT  \ 

^ (: 

r)'4-( 

s)'4( 

;)'4©'4£ 
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ed  anco  insegna  che,  questa  quantità  è una  funzione, 
la  quale  non  cambia , permutando  fra  loro  le  a,  b,  r , 
- — l,  m sue  componenti. 

44g.  Colle  equazioni  esposte  nel  § 44^  **  potrà  tro- 

n H ai 

vaie  la  AnyI.  espressa  colle  quantità  y,  y, y,  y,  y, 

n 

e reciprocamente  la  quantità  y ossia  yx+nu  espressa 
colle  y,  A y,  A *y,  - - - : le  troveremo  però  col  me- 
todo seguente. 

Dalle  Stesse  equazioni  citate  risulta,  che  si  può 
assumere 

n n-i  *-a 

A ny~Ay-¥-lìy-\-Cy-,i-  ecc. 
ed  Jr*+no==ay-+-b  àjr-*-c&?y-*-eec., 

ove  i coefficienti  A,  B,  C,  - - - a,  b,  c,  sono  i 

medesimi,  qualunque  siala  funzione^,,  cioè  dipen- 
dono essi  dal  solo  numero  n. 

Nella  prima  di  queste  equazioni  assunte  si  ponga 
£ 

y—au,  ove  la  a è costante,  e però  A ny  — {a  — i)"/, 

I 9 

y=ay,y~a1y, ; e si  avrà  la 

(a — i)B~  A «"  -i-  R <*n~'  -t-  C a""1  -+-  ecc. 


la  quale  insegna , che  i coefficienti  A,  B,  C, sono 

quelli  delle  a",  a""*,  - - - nello  sviluppo  ordinario 

della  potenza  n esima  di  a — i ; e per  tanto  sarà 


» tt-l  n/n n-t 

A nyz=.y-ny-\ y 


ove  l’ultimo  termine  sarà  -*-y,  quando  l’n  sia  pari,  e 
— y quando  l’ n sia  dispari. 

Così,  nella  seconda  delle  medesime  due  equazioni 

T 

assunte,  ponendo y~z=( i , e però yT r 
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by  — ay,  Xy  — a'y, , bassi  la  seguente 

(i  +a)"  = u+k«+f«,+  ere.  ; 

e conseguentemente  sarà 

n In  — i) 

yr  ,'U  —y  n ày  h & y •+-  ecc. , 

ossia <yx+BO—(i-t-Aiy)",  purché  sviluppata  questa  po- 
tenza cambiasi  le  quantità  (Ay)0,  (A y)',  (Aj-)*, or- 
dinatamente nelle  y,  A y,  A *y, . 

E qui  si  rifletta,  die  per  dimostrare  quest’ ultima 
equazione,  non  sono  occorse  considerazioni  dipendenti 
da  qualità  speciali  dell’»,  per  cui  essa  sussiste  qualun- 
que sia  questa  (piantila;  dimodoché  avrassi 


jw=r-+--<\r- 


t(l—ó) 


A *y 


-ecc. 


O m 2 6)* 

qualunque  sia  la  costante  /. 

Quando  la  n sia  numero  intero  c positivo  si  ha 


y-*-n\y-4 


»(«—») 


A \-n\n-'y+\*y. 


per  cui  A" y è la  differenza  del  maggior  ordine  conte- 
nuta nella  quantità  yx+tu  ; c però  una  espressione,  nella 
quale  vi  sia  quest’ ultima  yr+ nu,  conterrà  implicita- 
mente la  A"_y;  e per  questo  si  chiamerà  alle  differenze 
li  esime,  quando  in  essa  non  vi  saranno  differenze  di 
ordini  superiori. 

Ponendo  il  prodotto  px  ■ qx  in  vece  della  yx  esi- 
stente nella  prima  equazione,  qui  sopra  dimostrata , 
e nella  risultante  sostituendo  in  luogo  delle  quantità 
P*+<n-i)o> ordinatamente  i loro  valori 


n(n  — i) 

- n A p h - A’  p ■ 


-ecc. , 


p- +-(» — i)  A/J-+ 


(n—  i)(n  — a) 


A *p- 


-ecc. 
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somministrati  dalla  seconda  delle  medesime  equazioni 
dimostrate , trovasi 

\npq=pSn  q +n \p  • A"'1  qx+u  + A *p  • A""*  qx+tx  + — + A np  qx,  „„ 

Così , se  nella  medesima  prima  equazione  dimo- 
strata si  porrà  in  vece  della yx  il  prodotto  pxqxrx---, 
e nella  risultante  immediata  porransi  ( i A p)", 

( i A q)n,  ( i A r)n, in  vece  delle  px+nu  , <■/*+„„ , 

’ x+nu  j > ed  altrettanto  farassi  per  le  analoghe  quan- 

tità, si  avrà  evidentemente 

A npqr = ((i-+-Ap)(i-*-A/7)(i-f-Ar) i 

purché  nello  sviluppo  totale  scrivami  p,  A p,  A %p, ; 

q,  A q,  A 2q,  - - - ; r,  A r,  A V,  ordinatamente 

in  vece  delle  potenze 

(A pf,  (A;.f,  (A />)*,—;  (A^)°,  (A,,)',  (A^  (Ar)°,  (Ar)>,  (A/f,— 


Facendo  poi  x~o  nelle  stesse  due  equazioni  di- 
mostrate superiormente,  si  hanno  le  seguenti 
rifu — l) 

y»  =rno—  ”r(n-n»)H — t nyu  » 


u=/o+“V.+ 


n(n—  i) 


n(n — i)(n — i) 


“ — A!  il 

ir — AVo-t-ucc.. 


la  prima  delle  quali  dà  il  valore  corrispondente  alla 
x — o della  differenza  n esima  della  l'unzione  yx;  e la 
- JC 

seconda  , ponendo  in  essa  la  frazione  — in  vece  della 


indeterminata  n,  somministra 

x.  x(x — o)  x(x — o)(x — io)  ,, 

- Are-4-  - AVu^ccc. 

cioè  la  funzione  yx  espressa  coi  valori  corrispondenti 
alla  x ~ o delle  sue  differenze. 
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Questa  espressione  della  yT,  (piando  la  medesima 
funzione^,.  sia  algebraica  razionale  intera  del  gradoni, 
ha  evidentemente  per  ultimo  termine 

.r(x  — u)(x  — i a) (x  — (m — 1)0) 

2 ■ 5 - - - «1 1»"1 

La  prima  di  queste  ultime  equazioni  ottenute , 
quando  sia  yx  ~xm  e però 

y »u  = nm  om , yln.l)0 = (n  — 1 )m  om , 

=(n—2)m  um, yu  = um  ,y0~o, 

dò  il  valore  corrispondente  alla  x rr  o della  A"  x** 
eguale  ad 

^n"1—  n(n—  1 )*" ^ a)"1—  --- ± —! ^ --  Jum 

45o.  Troviamo  anco  i coefficienti  A,  lì,  C, , che 

soddisfanno  la  equazione 

-I  -1 

A" (Ay  -+-  By  -+-  Cy-t-ccc.) , 

cioè  che  rendono  la  differenza  n esima  dcll’iniinitino- 
-i  -a 

mio  Ay-4-Iìy-+-Cy-+-  ecc.  eguale  ad  yxhnu. 

— — R 

Suppongasi  y — a u e però  y — arny  ed 
-1  -« 

Ay  -+-  By  -4-  Cy  -+-  ecc.  ~(A-*-Bas-  -+-  ecc .)y  ; 

e si  avrà  ya~n  — (A  -t-  B a C a* -i-m-c.)  ±ny  , ossia 
(1 — a)'"—  A -+-  Ba  -+-  Ca* -t- ecc., 
per  essere  A"^-— (1 — a)na  ny.  Vale  a dire,  i coeffi- 
cienti rìcliiesti  debbono  essere  quelli  dello  sviluppo 
della  potenza  — n esima  del  binomio  1 — a;  e conse- 
guentemente sarà 

y* +r„.=  A"  ( y -+-  ny  — i - y -t-  ecc.)  . 
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45 1.  La  y sia  funzione  della  x c la  x della  s altra 
variabile:  manifesteremo  queste  proprietà  scrivendo 
x(«),  y(x),  y (x(*))  ; e terremo  la  differenza  finita 
y(x-t-o) — y(x)  indicata  con  Ay  ; ed  indicheremo  la 
y(x(r-+-a)) — y(-*('))  eolia  (Ay),  ove  la  variabile 
è s , ed  il  suo  aumento  è Va. 

Faremo  qui  vedere , come  si  possa  conseguire  una 
delle  Ay,  (Ay),  quando  si  conosca  l’altra. 

In  primo  luogo  si  conosca  Ay , e sia  essa  f(x,  o)  ; 
e vogliasi  la  (Ay). 

Essendo 

Ayz=y(x+»)— y(x).  e (Ay)=y(x(j+a))— y(x(s))  ossia 

(A y)-=y(x-t-ax'  ~ x"-t-ecc.)  — y(x )„ 

ove  le  derivate  x',  x",  ---  sono  rispetto  alla  s,  si 
vede , che  la  differenza  (Ay)  è formata  colle  quantità 

x,  «x'h — x"-t-ecc.  come  la  Ay  lo  è colle  x.  u ; e 

per  tanto,  per  essere  Ay  ~ f(x,  o),  avrassi 

(Ay)zr f ^x,  «x'h- — x" ecc. 

In  secondo  luogo  conoscasi  la  (Ay),  e sia 
F(x,  a,  x',  x"  - - - ). 

Essendo 

(Ay)=y(x+ax4^x"+ece.)-y(x),  e Ay=y(x+®)-y(x), 


il  valore  della  a,  che  ridurrà  la  (Ay)  alla  Ay , sarà 
quello  soddisfacente  la  equazione 
, a‘  „ 

a xr  h x-t-  ere.  — <u , 

3 

la  quale  ($  1 1 3)  dà 
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ove  le  derivate  sono  tutte  rispetto  alla  s.  Quindi , per 
essere  (\y)~F(x,  a,  x',  x", ) si  avrà 

4,=f(x,  J ^ *"■  - - ) 

45a.  Osservando  la  espressione  della  A"_yx  trovata 
(S  449)  corn prendesi , clic  essa  cambierà , col  cambiare 
IV»  aumento  attribuito  alla  x : in  questo  paragrafo  tro- 
verò la  differenza  n esima  della  yT  presa  nella  ipotesi , 
che  l’ aumento  della  x sia  una  costante  a qualunque , 
espressa  per  le  differenze  della  yx  medesima,  prese 
nella  ipotesi , ebe  l' aumento  della  x sia  la  solita  co- 
stante &>. 

Coi  simboli  ’tsy,  'Yy, 'A my  si  esprimeranno 

le  differenze  prima,  seconda, m esima  della  y prese 

nella  ipotesi,  che  l'aumento  della  x sia  la  a. 

Nella  equazione  y^^—  (i-4-Ay)"  ($  44o)  s>  faccia 

l’arbitraria  n eguale  successivamente  ad 

a a a a 

—,  a - , (m  — 1)  - , in  — , e si  avranno 

o U OO 

<r*+a  = («-+-Aiy)r,  yx+,*=(i-4- *y)lr, 

- - - ( « ■+■  Arr . 

ove  l' r è posta  in  vece  di  — rapporto  degli  aumenti 

attribuiti  alla  x nelle  due  diverse  differenziazioni. 

Ma  dallo  stesso  paragrafo  citato  si  ha  anco 


nt(m — 1 ) 


y xMm-ita.  ■■■  -i-my»+a — y x ; 


'A  my^y  B+mo.  m y x+{m-v>a~ 

adunque  sarà 

'&myz=(  i+Aj^)B,r-/n(  i+A^')(m',)r+,^i- - ( t+ly)<m~lìT 1 + Aj)r±:j, 


cioè  'àmyzz  ((n-Aj')r — t)m; 
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purché  nello  sviluppo  ordinario  del  secondo  membro  di 
questa  equazione  si  pongano  à.my,  Am+,y,  - - - ordi- 
natamente in  vece  delle  potenze  (A/)m,  (A-y)m+l, . 

Quindi , se  in  una  espressione  formata  colle  x,  y, 
'A y,  ' \*y, — si  porranno  ( i +Ay)r — i , ((  i +Aiy)r — i )V*- 
ìn  luogo  delle  componenti  'A/,  'A *y,  - - - avrassi  la 
equivalente  formata  colle  x,  y,  A y,  A 2y,  - - 
453.  Facilmente  si  comprende  che 

^ 1 y x — sfyr+mo+na  ecc.  : 

fattoy— c*,  e poscia  cu—[i,  ra~r?,  si  hanno 
' A"  Amy  — (3  — , )ra (à  — i)ay,  y„mo+na=l S"*,  - - 
e però  sarà  (£ — i)"(«? — i)n  ~ A d"  -+-ecc.  cioè 
,A" ±my  = (yx+u - 1 )m  (yx^  — O"; 
purché  nello  sviluppo  del  prodotto  delle  due  potenze 
indicate  si  scrivano  jVr*,.,,  y^na,  /«»,+*«  vece 
delle  jJ+u,  j yxluy%w,  ed  altrettanto  facciasi 
per  ogni  ultra  quantità  analoga  a queste  ultime  tre. 

Così , col  fare  y — c x e cu  ~ 1 -t-  fi  , ca  — 1 -*-it 
la  equazione 

yx+m^HM —ay-¥-b^y  -*-d A *y -+- ecc. 

-4-c  'Ay-t- A 'AA_r-t-ecc. 

-4-  l 'S*y  -4-  ecc. 

ove  n,  b,  c, sono  costanti,  dò  la  seguente 

(i-t-£)m(i  -4-d)n~  « -*-  -t -d$%  -+-ecc. 

-4-  c d -t-  hfi<}  -4-  ecc. 

-4-/d*-i-eec.  ; 

e per  tanto  sarà  ya+m,J+ua  = (1-4-  Ay)m  (i-+-^y)n; 
jmrchè  nello  sviluppo  del  prodotto  degli  sviluppi  delle 

due  potenze  si  scrivano y,  A y,  'A y,  A *y,  'A %y,  'Ad y, 

ordinatamente  in  vece  delle  (A/)u,  {±y)',('Sy)',  (Aj-)\ 
('Aj)*,('A7)(Aj),---. 


5.4 


LEZIONI 

454.  La  A esprima  una  costante  rispetto  alla  x 
variabile.  Essendo 

S(yx-+-A)=yx+u-*-A-yx—A,  si  ha  ±(jrx-t-A)=Ayx; 

cioè  nella  differenza  prima  può  mancare  una  costante 
esistente  nella  funzione  differenziata,  coinè  manca  di 
fatto  in  questa  la  A‘,  ed  in  generale  nella  differenza 
n esima  di  una  funzione  potranno  mancare  n costanti 
esistenti  nella  funzione  medesima.  Anzi , si  osservi , che 
fra  le  quantità  chiamate  qui  costanti,  vi  sono  quelle  an- 

/ "2C TOC 

co,  che  hanno  la  forma  seguente  <jf(cos. , sen. j, 

qualunque  sia  la  funzione  p , dove  rt  esprima  due  an- 
goli retti;  giacché  siffatte  quantità,  sebbene  contengono 
la  x variabile,  non  variano  cambiando  in  esse  la  x in 
X-V-O,  X-4-3W,  x-\-5  u,  - - -. 

Terminerò  la  presente  lezione  e questo  paragrafo 
col  far  osservare,  che  ogni  valore  della  x,  il  quale 
soddisfaccia  ambedue  le  relazioni  Xyx<^o,  Sy^^o 
corrisponderà  ad  un  massimo  dei  la  yx\  e reciproca- 
mente quelli  che  renderanno  Ayx^>o  e AyTHJ<^o  cor- 
risponderanno ad  un  minimo  della  stessa  yx  ; e che  la 
loro  determinazione  riescila  facilissima , quando  si  co- 
nosceranno quelli  soddisfacenti  la  equazione  Syx~  o. 


LEZIONE  II. 

Delle  primitive  finite  delle  funzioni 
di  una  sola  variabile. 

455.  Si  chiamerà  primitiva  finita,  o sommo,  ed  anco 
integrale  finito  di  una  dati  funzione,  quell’ altra  fun- 
zione che  avrà  per  differenza  la  data  medesima;  ed  essa 
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si  indicherà,  scrivendo  avanti  la  stessa  funzione  data  il 
segno  2 : così  le  scritture 

Z/(x),  2(ur-+-  zx -*-ecc.) 


significheranno  le  primitive  finite  delle  funzioni  yx, 
f(x),  ux-+- sT-+-ecc.  Dimodoché,  la  scrittura  od  espres- 
sione &Zyx  sarà  la  stessa  funzione  ^ . 

436.  Le  tre  funzioni 


-^-x*(x — ©)*,  -r-xa (x  — m)*-+-4,  t^-x*(x  — «)*-+- /4, 
4<a 

ove  A esprime  una  costante  arbitraria,  sono  altrettante 
primitive  della  x3,  sebbene  nella  seconda  vi  sia  4,  nella 
terza  A , che  mancano  nella  prima. 

Quella  primitiva  di  una  data  funzione,  nella  quale 
vi  è una  costante  arbitraria  non  esistente  nella  fun- 
zione dota,  si  chiama  completa-,  e tutte  quelle,  che  sono 
formate  colle  stesse  quantità , colle  quali  è formata  la 
funzione  data,  eccettuata  la  tt,  si  chiamano  primi- 
tive particolari.  Così , le  due  prime  dianzi  esposte 
sono  primitive  particolari  della  x3,  e l’altra  cioè  la 

7—  x*(x — è la  primitiva  completa. 

Le  primitive  di  una  stessa  funzione,  qualunque 
essa  sia , non  possono  differire  che  di  una  quantità  co- 
stante, od  almeno  di  una  quantità,  la  quale  non  varia,  * 
cambiando  in  essa  la  x nel  binomio  x -4-« , come  è la 

./  asrx  arrx\ 
seguente  <jsl  cos. , sen. L 

Di  fatto,  F(x),  y(x)  siano  entrambe  primitive  del- 
la yx : sarà  \F(x)—yx,  ed  anco  \\Jj(x}~yx,  e però 


±F(x)  — A^(x)  ossia  A ( F(x) — t^{x)^~o  ; 
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cioè  la  differenza  finita  della  quantità  F(x) — 4\x),  che 
esprime  di  quanto  le  primitive  F(x) , ip(x)  differiscono 
l’uno  dall’ altra,  sarà  nulla. 

La  equazione  A F(x)~  àtp(x)  dianzi  trovata  dà 
v anco  la  seguente 

F{x  -+-  o ) — \p(x-\-u  )~F(x)  — i]j  (x) , 

la  quale  significa,  che  F (x)  — ^(x)  non  cambia,  cam- 
biando in  essa  la  i in  x-t-u.  E qui  di  nuovo  riflettasi, 
che , se  la  x fosse  suscettibile  dei  soli  valori  x -t-u, 
x -+-  a o , — - fra  le  quantità  aventi  le  differenze  nulle 
ossia  costanti  rispetto  allax  attuale,  vi  sarebbero  quelle 

2? fJC  17TJC 

formate  in  qualunque  maniera  colle  cos.  — — , sen.— - — , 

(J  o 

selli  iene  esse  vnriarebliero,  dando  allax  altri  valori  cioè 
valori  intermcdj  tra  gli  anzidetto 

ì 45h.  Una  primitiva  del  prodotto  A yT,  ove  A sia 

costante,  è eguale  ad  A - yT , cioè  al  prodotto  della  A 
per  una  primitiva  della  funzione  yx\  giacché  la  diffe- 
renza di  questo  prodotto  (§  444  ) risulta  A yx.  Vale  a 
. dire,  una  primitiva  finita  del  prodotto  di  una  costante 

per  una  funzione  è il  prodotto  della  costante  per  una 
primitiva  della  funzione. 

Similmente,  per  essere  le  differenze  finite  delle 
« funzioni 

S (uT-i-zx-t-ecc.),  Z i/x-t-  - zx-+-ecc. 

entrambe  i/a.-t-sx-+-ccc.;  una  primitiva  della  somma 
di  più  funzioni  sarà  la  somma  di  primitive  di  esse;  di- 
modoché, aggiunta  una  costante  arbitraria  alla  somma 
di  primitive  di  pili  funzioni,  avrassi  la  primitiva  com- 
pleta della  somma  delle  medesime  funzioni. 
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458-  Ciò  premesso,  troviamo  effettivamente  quelle 
primitive,  cbe  occorrono  spesse  volte  sì  nella  teorica  , 
die  nella  pratica,  e cominciamo  dalle  2 1, 2x,  Ix*,— 
Essendo  ( 5 44^  ) 

Ajc  = »,  \x*—iax-t -o*,  \ x^ —5  o x3-*-  5 o'  x-*~a‘ , 
àx^=.4°x^-*-6o%x3-+-{\oìx-¥~o^,  - — 
evidentemente  si  hanno  le  equazioni 
xzxol  i , x*=aoZx-t-6»*2 1 , x3=5«2x*-t-3t>,Zx-+-t»32 1 , 
x*:=4®2x3-t-6«*Zx*-f-4w32x-+-t><2  *» > 

le  quali  sciolte  rispetto  alle  quantità  Z i,  Zx,  Zx1, Zx3, — 

somministrano 

_ x _ i . 

Zi=  — , 2x  = — x(x  — «), 
u i u 

Zx3— — L—  x(x — o]{xt — u ),  Zxh=  ~~  x3(x — «)’,  - - - . 

4 o 

Per  essere  Zx^rr  o x(x — o)J  risulta  Z.z^^fZx)*-». 

Osservando  come  entra  la  x nelle  primitive  qui 
trovate,  si  comprende,  che  la  primitiva  della  xm  sarà 
uu  polinomio  della  forma  Axn+'-t-Bxm-+-Cxm~'-+-ccc., 
ove  le  A,  E,  C,  - - - non  contengono  la  x. 

Suppongasi 

Zx"zLfx"H'l+fom  -+-Cxm~'  -t-Z?x"'J  -+-i'x"'5-t-ccc. , 


e si  avrà  la  equazione 
£iZxm=:A\xm+l-*-B±xm-*-C\xm-' 


ecc.  ossia  ($  44^) 

+ 1 )oAxm+rno{^^-oA+B^xm~l+(in -i)u^n‘  + l~o3A  + -^aB+Cjx 

(z,,  - 3)  « .,3  ^ ^ ^LzJL«  C-+  z?) 

Va-5-4  a • 3 a / 


x»>-3  + ecc. 
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la  quale,  dovendo  sussistere,  qualunque  sia  la  x,  dii  le 
seguenti  facilmente  continuabili 
v=^m-+-i)uA, 

("i-t-i) 

o— 


(m-t-  i)m  m 

o— ——  uA-t oB-+-  C, 


i ■ o 


2=-'  „c-o, 

a • 3 • 4 a-3  a 


che  somministrano 

; r->  B~ , C=z — mu,  17 — o,  A’~ —mlm — iVm — ak>3,- 

(m-*-i)o  a i2  720  ' " ^ 

e conseguentemente  avrassi 

m_  xnH"  ' 

(»I-t-l)4>  2' 


» 1 

mo 

yJÌ\~\ 

1 m(m — i)(//i — 2) 

a • 5 

»*•  “ 

2 

6-5  2 • 3 ■ 4 

I 

m(m — 1 ){m 

— a)(m— 5)(«i— 4) 

6-7 

“n  ■ 4 

~?n> 

3 

m(m — 1)  • 

•(n|-6)  r7T-7 

io  ■ 9 

a • 5 • • 

• 8 

5 

—4—  . - 

m(m — 1)  • • 

• (m— 8)  0 

6 • 1 1 

a • 3 ■ • ■ 

fcN  JL  J 

• IO 

691 

m(m — 1) . . 

aio  • i5 

a • 5 “ 

1 2 

35 

—4— 

rn(m — 1)  • • 

— ia)  .1 

a • i5 

2 • 3 • • . 

; ti  X 

•4 

3617 

m(m  — 1)  . . 

• (/»  1 4)  iS  m-.  S 

3o  ■ 17 

2.3.. 

— (y  X 

IO 

43867 

m(m  — i)  ■ . 

• (m — 16) 

' t .a  - 

4a  • 19 

2 • 3 • • 

— - « > x / 

\2222y] 

m(m — 1)  . 

■ • {/11 — 181 

/ . . IC1  -.171—1  O 

I IO  • ai 

a • 3 • • 

• 20 

ecc. 
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cioè  la  primitiva  della  xra,  qualunque  sia  la  costante  ni, 
eccettuato  il  caso  della  ni  — — I. 

Essendo 

(0  \ 0*  W'  i 

i-f-  — | ~0  3TX — JC"*  -+-  x eoe., 

si  ha  log.xrzrwZx'1 — -Zar* -4-  — Zar3  — ecc.; 

e jierò  sarà  ZoT'r:-  log.x-+-  -Zx*a — ^ Z.<  "3-f-ecc. 

Sostituendo  in  questa  equazione  invece  delle  Zx  a, 
2.XT3,  — - i loro  valori  determinati  colla  regola  gene- 
rale dianzi  esposta,  si  ottiene 

I | . 

Zx"‘  — - log.  x-t-  £ 

u , 

ove  £ è il  valore  corrispondente  alla  m~zz — i di  quello 

della  Zxra,  ommesso  però  — suo  primo  termine. 

1 (ni  -+-  ì ) u 

4%.  Dal  § 445  si  ha  An*  — (au  — i)a*;  e però  sarà 


— 1)  Z ax  cioè  Z axzz.a*  : (n“ — 1). 


Così,  dalle  equazioni 

0 / U\  . 0 1 0\ 

Aseu.x=i2scn.-  cos.  |x+  —J , Aeos.x= — 2 sen . - scn . ^x+-j 

si  desumono  le 

sen.x=2sen.^Zeos.^x+-J,  cos»r= — 2sen.-Zscn.^x+-| , 
ossia 

1 0\  / 0\ 

sen.  ^x-  -)=*  sen  - icos.x,  cos.  — 2 sen . - ~sen.x , 

le  quali  danno 

/ 0\  0 _ / o\  0 

Zsen.xrr — cos.^.r — j:  2seu.— , Zeos.xrrrsen.^x-  -J.  2scn.-, 


lio 
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ovvero  Ssen.r~ sen.x  - oot  — cos.x . 

i 12 

_ I IO 

e 1 cos.x zz. cos.x  h — cot.  - sen.x  : 

1 12 

ecco  trovate  anco  le  primitive  delle  funzioni  ar, 
scilo:,  cos.x. 

4<io.  Per  le  primitive  finite  ha  luogo  una  proprietà 
analoga  a quella  esposta  per  le  altre  nel  $ Tra  la 
variabile  x,  che  entra  in  una  data  funzione  f(x),  c la  t 
altra  variabile  sia  stabilita  la  equazione  (p(x,  s)~o,  la 
quale  dia  xxrz\}\s)  ed  r=X(x)  e però  s -t-Xs  — ^x-t-Xx) 

(Ax)* 

ossia  As=X'(x)Ax-i->l."(x) i-ecc.  : la  Ax  indica 

l’aumento  della  x,  che  sino  ad  ora  si  è chiamato  o,  il 
quale  però  può  essere  e sarò  in  generale  una  funzione 
della  x medesima. 

Il  valore  y(>)  posto  nella  f(x)  dà  _/  (v''(-c))'  e posto 
nella  X'(x)Ax-4-X"(x)^^- -f-ecc.  dia  i[\).  La  primi- 
tiva della  f ($*))  > la  variabile  essendo  t , il  cui  au- 
mento è £(f),  sia  F(i)  ; e sarà  F (7^x)^  la  primitiva 
della  f(x),  la  variabile  essendo  la  x e l’aumento  di 
essa  Ax. 

Di  fatto,  pel  significato  della  F(s)  si  ha  l’equa- 
zione identica 

F(s  + Xs)-F(s)=f  ($(*)) 

ossia  F(X(x-+-A*))  — F(^x))  = /(^X(x)}) , 

cioè  la  differenza  della  F(X(x)) , la  variabile  essendo 
la  x e di  aumento  Ax , è eguale  alla  f(x) , per  essere 
y (>t(x))  identicamente  la  x medesima. 

Abbiasi  f[x)  — <p(ax-*-b),  ove  a,  b sono  costanti^ 
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c vogliasi  la  primitiva  della  <p[ax-*-b),  la  variabile 
essendo  x e d’aumento  o costante,  ammesso  cono- 
sciuta quella  della  <p( x),  che  supporremo  F(x,  a). 

Stabiliscasi  l’equazione  ax  -+-  b — s , e si  avrà 
<p(s),  e Ss  — au. 

Essendo  F(x,  o)  l’ anzidetto  primitiva  deliaca:), 
quella  della  <p{s),  la  variabile  essendo  s il  cui  aumento 
è no  costante,  sarà  F(t,  au);  e però  la  richiesta  primi- 
tiva risulterà  F(ax  b , a a).  Vale  a dire,  essendo 
F(x,  0)  la  primitiva  di  $(x)  quella  di  tp(ax-*~b)  ri- 
sulta F(ax-*-b , a u) ; e per  tanto,  se  nelle  primitive, 
sopra  trovate  , si  porrà  ax  ■+■  b in  vece  della  x , ed  a u 
in  vece  di  u , si  avranno  immediatamente  le  primitive 
di  funzioni  formate  col  binomio  ax-t-b  , come  le  me- 
desime contemplate  il  sono  colla  sola  x. 

Per  esempio  dalle  primitive  esposte  di  sen.x,  cos.x 
si  desumono  immediatamente 


a sen.  - 


a 0 


2 sen.(ax-+-A)~ — cos ^ : 

„ . / . <i»\  ao 

2 cos.  (rt.r  Z/)~sen.l  dx  -t-  6 \ : a sen.  — . 

46 1.  Dalle  ultime  equazioni  esposte  nel  5 446  si  de- 
sumono le  seguenti 

A(x — a)  +a)  a ux , A(x—  (m + 1 )o}vx-={m  +a)  o , 

A/x-t-mo)  — ~ — mu  — , A — — — mo  — , 
le  quali  danno  immediatamente 


Zux- 


1 — = ■ 

“r 

Tom.  II. 


-o  „ x—  (m-t-i)o 

, — r—  u*  > - vx  — — p-5 v. 

(m -1-2)0  * (m-4-  2)0 


-L  2 i_  — _ j_ 

vs  «*«*  v» 

ai 


mo 
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In  geuerale,  se  fosse 

11  t — P x * Px+u  Px+nu.1  > ^ — Pr  * Px-tx  * " * Px-mu  * 

purché  risultasse  /Jx+(m+llu  — px  costa» te,  si  avrebl>ero 
le  equazioni 

^Px-u  11  x — ^ m+t  ux»  •àpx-om-im  l’x  — - /4m+ti'x  » 


A ux/’x+",u  — Am  «x  ’ ^ cx P*  ~ Am»x 
ove  A—pr+mu — px , le  quali  somministrano  le  se- 
guenti 

— ux  — us  Px-u  • ^m+%  » ^ — ***  Pi-ffli+iiu  • z^m+i  > 

v I I . y _ « _ A*-  . y 

" — Px+mo  • “ m » > 

«x  ^ 

che  comprendono  come  casi  particolari  le  antecedente- 
mente esposte. 

Le  primitive  trovate  sino  ad  ora  sono  particolari  ; 
ma  se  a ciascuna  di  esse  si  aggiungerà  una  costante  ar- 
bitraria, la  quale  potrà  essere  anco  una  di  quelle  con- 
template nel  $ 454,  avransi  le  primitive  complete. 

462.  Si  chiama  primitiva  o somma  od  integrale  finito 
del  secondo  ordine  di  una  data  funzione,  la  primitiva 
prima  di  quella  che  è già  primitiva  del  primo  ordine 
della  stessa  funzione  data , ossia  quella  funzione  avente 
per  differenza  seconda  la  medesima  funzione  data:  ed  in 
generale , chiamasi  primitiva  finita  n esima  di  una  data 
funzione  quell’ altra  funzione,  la  cui  differenza  n esima 
è la  stessa  data  ; e si  indica,  scrivendo  2*  innanzi  la  me- 
desima funzione  data. 

Se  in  una  primitiva  n esima  di  una  data  funzione 
vi  saranno  n costanti  arbitrarie,  non  esistenti  nella  me- 
desima funzione  data , essa  si  chiamerà  primitiva  com- 
pleta; altrimenti  chiamerassi  primitiva  particolare. 


f 
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Sebi  iene  la  primitiva  seconda  di  una  quantità  si 
possa  avere  col  trovare  la  prima  della  prima  primitiva 
della  stessa  quantità,  e la  terza  si  possa  avere  col  tro- 
vate la  primitiva  prima  della  seconda,  e cosi  via  discor- 
rendo per  le  successive , per  cui  la  difficoltà  di  avere  la 
primitiva  di  qualunque  ordine,  non  sia  altro,  che  una 
serie  di  difficoltà  relative  a primitive  del  primo  ordine, 
non  ostante,  credo  bene  di  esporre  effettivamente  le  pri- 
mitive n esime  di  alcune  funzioni , presentandosi  esse 
sotto  forme,  per  cui  si  possono  all’ occorrenza  desumere 
facilmente  ed  immediatamente  dalle  stesse  funzioni  date. 

Essendo 


\nax~(au — i)n«x,  sarà  ar  — (au — i )" ; 
e però  avrassi 

2"  a* =«*:(«"  — i)\ 

Così , per  essere 

A" sen. x — ^iscn.  — ^ sen.  ( — ti-*))- 

A"  cos.  a:  = ^ a sen.—  ^ cos.  MH)- 
avransi 

sen.  x =:  sen.  ^ 2"  sen.  ^x-*-n 

cos. x = ^asen.  ^ 2" cos.  -+-  n ^ -t- X^  ; 

e però,  cambiando  la  x in  x — n -t-  X^ , si  avran 
anco  le  seguenti 

sen.  sen. Z’sen.x, 


s.  (x  n(^-+-x))=(a  sen.  j)* 
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le  quali  danno 
2"  *en.  x 


— ^asen.^  sen.|x — 
S'  cos.xm^asen.  ^ cos.  |x — 


Le  primitive  complete  dell’ordine  n esimo  delle 
funzioni  ax,  scn.x,  cos.x  si  avranno,  aggiungendo  alle 
qui  trovate  il  polinomio  A,  -*-At  x -t-  - - - Anx*~  > 
dove  le  A esprimono  n costanti  arbitrarie. 

465.  Essendo  (5  4 5o ) 

n(n-+- 1)  \ 

-*~ecc-  )' 


-=ii 


Xx  -+-  nyx-u  -+- 


XxS-HU 

c però 

J x — y x-nu  J' x-iiì-i  Hl> 

si  avrà 

Znyx  =yx.no  -+-  nyx-<n+u» 


n(n- 


■V.f 


.-♦-ecc.. 


n(n- 


■ y jv<b  tiro  ecc" 


cioè  una  primitiva  n esìma  della  yx , funzione  qualsi- 
voglia della  x,  espressa  pei  valori  antecedenti  n esimo, 

(n-t-i)  esimo della  medesima  funzione. 

Pel  caso  d’n~i  si  ha 

Zyx=yx-U  -t-yx-u,  -*-yx- 3«  ■+■  «*• : 
per  esempio,  se.y,— log.u,  risulta 
Zlog.ur=log.w  log.u 

X-ÌO  ^ log-Wx-Su-^-^0-; 

e però  sarà  Ilog.u.,  — log.u^  Ug_ìu . 

Così , per  essere  ($  449) 

x . x(x — u)  x(x — o)ix — 10)  , 

yT=y0+-tiy0+  *yQ+  a ’*y**"*- 
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e però 


>V=/o  ~r  Sjr(x  - ®)  + ^^3  Xx(x-o)(x  - 14.) + ecc. 

si  ba  (5  46 1 ) 

v , x x(.r— 1>).  x(x—  «)(x—  a«) 

z**=  *+^°+ + — — A*+ecc- 
cioè  un’  altra  espressione  per  la  primitiva  lyT  : la  k 
esprime  la  costante  arbitraria. 

Per  esempio,se  fosse/*.— r"\  essendo  (5  449).Xo— °> 
ly0~om,  \*y^z(zm  - a)*»'",  A'>yurr(3'n-  5-am  + 3)<j"',--- 
avrebbesi 


> 


*-  — o)  x(x— o (x—  au  , . 

Ix"'^A-4-t)'"  ! — ' h _ — ^ 1 (am— a) 

V 2«"  i-5uJ 

questa  espressione  della  Dx"1,  la  cui  legge  è manifestis- 
sima , mi  fu  comunicata  sono  giù  tre  anni , dal  signor 
I).  Gabrio  Piola. 

Similmente , per  essere 

n »-i  p-2  r p-i 

Z/  —y  -*-y-t *-  y -»-/  -+-ecc. 

r r-i  r-s 

ed  anco  1y~y  -s-y  ecc.  ; si  avrà 

n n- 1 n-i  r r 

>~y-*--y> 


qualunque  sia  il  numero  intero  r,  cioè  sia  esso  positivo, 
zero,  ovvero  negativo. 

464-  Farò  qui  per  le  primitive  ciò,  che  ho  fatto 
nel  J 4^2  per  le  differente , vale  a dire,  troverò  la  pri- 
mitiva n esima  della  yx  presa  rispetto  alla  x e nella 
ipotesi  che  l’aurocnto  della  x sia  una  costante  «.espres- 
sa per  le  primitive  e differenze  della  medesima  funzione 
jilese  nella  ipotesi , che  l’ aumento  della  x sia  la  co- 
stante o. 
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Si  supponga 

'lnyx  ■=zAlnyx-+-Bln~lyx-*-C  ZMyx  -+-  ecc. , 

ove  '2"  significa  la  primitiva  richiesta,  e le  A,B,C, 

non  variano , variando  la  funzione  yx  ; ciò  che  è per- 
messo, come  risulta  dalla  stessa  equazione  usata  nel 
paragrafo  citato  e dimostrata  nel  suo  antecedente. 

a 

Facciasi  y„  — ( i-+-0)u>  ove  /?  è costante,  c però 

2 "y—^nyt  e "Lny  — i)"V  ($  46a)  5 e si 

troverà 

((  i -t-  p f—  , )-»  — Afr*  ■+■  B ecc.  : 

ev  conseguentemente  sarà 

'l'y=((i-*-lyf—i)--, 

a 

purché,  sviluppata  ((i-t-2y)“ — i)-*  secondo  le  po- 
tenze di  esponenti  interi  c crescenti  della  componente 
2 y , si  cambi  in  esso  la  (2>-)r  nella  primitiva  2r_y  e la 
(2<y)‘r  nella  differenza  Yy. 

Quindi  una  espressione  contenente  primitive  del- 
la yx  prese  nella  ipotesi , che  l’aumento  della  x sia  la 
costante  a , si  potrà , mediante  il  qui  esposto , trasfor- 
mare nella  equivalente,  ove  vi  siano  le  primitive  e dif- 
ferenze della  stessa  yx , prese  nella  ipotesi  che  l’ au- 
mento della  x sia  un’altra  costante  u qualsivoglia. 

465.  Parlerò  ora  delle  primitive  delle  funzioni 
algebraiche  razionali.  Esprimano  I)  ed  N due  funzioni 
algebraichc  razionali  intere , la  prima  di  grado  m 
e la  seconda  al  più  di  grado  m — a;  e siano  , 

x -t-ffl, , - - - x -+-  «m  i fattori  di  primo  grado  del- 
la D e disposti  talmente,  che  
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più  gli  eccessi  <*,  — , a,  — a3 , - - - a,  — am  egua- 

glino ordinatamente  i prodotti  un,,  ortj,  - - - onm, 
ove  la  o è al  solito  la  costante  aumento  della  x , e gli 
», , «3 , - - - n„,  esprimano  numeri  interi. 

tir) 

La  scrittura  i yx  significherà  per  semplicità  la 

somma  yx.u  -t yx.,u . 

Siano  determinate  le  At,  At,  - - - Am  costanti 
talmente  da  rendere  identica  la  espiazione 

v_  A,  t At  f A3  , t Am  ; 

/J  x-4-a,  x-+-a,  x-+-a3  x-+-am’ 

mancando  nella  A la  xm_,)  sarà  evidentemente 

A , A , -i-  A^-i k-  Atì,zx.o. 

Essendo 


lJ-=:  ,4,1— -+✓/,£ 

x + a,  x + a. 


' + //,!  ’ 


+ ---  + ,4mZ— - 

Xt«3  X + «„ 


e d’altronde  (5  4^7) 


o>  i *3)  i (4>  i ino 

■ = 1 + Z + Z +---+Z 


x+«,  x + a,  x+«, 

i il»  i '<•  i 


= 21 


+ 2 


x+a3 

(IN) 

+ + Z - 


x+a 


+ Z- 


m-i  X+a» 
i 


x+a,  x+a,  x+03 

i i <">  i 

r + a3  x + a 3 “x+a,„ 


x+a„,_,  x + a„ 

i 


• + Z 


x+a,. 


x +am., 
si  ha 


(m> 

-=  i- 


x + a„ 


-+1- 


x + a. 


TV  (»>  i <3>  i ■ 

tm)  | I 

*-(A  ,+A2  + — +.4 £ — — ■ — +{A  ,+  /#,+  — +'4m)I  ----- - 

c per  tanto,  stnute  chè  la  soinmu  A A t-i *-Am 
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è nulla , la  primitiva  richiesta  sarà 
U)  I (3)  f (IR)  r 

4 i - +(^1  +^»)“  + +(/4l+4i  + +4m-i)  - — — — » 

X4«,  x+flc,  x4-am_, 

la  quale  è composta  di  «,-+-713-4-  i-«m  termini. 

In  secondo  luogo,  il  polinomio  D abbia  tutte  le 
proprietà  ammesse  dianzi,  ma  l’A'  sia  di  un  grado  mag- 
giore di  m — 2. 

Si  divida  N per  D e si  continui  la  divisione  fino  a 
thè  nell’  avanzo  il  maggiore  esponente  rimanga  non 
maggiore  di  ni  — a;  ed  abbiasi  per  quoto 

axr-+-b  xr~x  h hfi  + A-e- 

x 

e per  avanzo  A’, , ove  le  a,  b, g,  h,  h,  r sono  costan- 

ti , anzi  la  r numero  intero  e positivo;  e sarà 

jV  ì 

Zyr  — 2(axr-t-bxr~'-+-----i~gx-t-li)-i-k2 - , 

Lì  x 1) 

, cioè  la  primitiva  richiesta  eguaglierà  la  somma  delle 

.Nx 


h),^—  che  si  sanno 


due  1 (a  xr  -4-  b xr'x  -h 

determinare  in  termini  finiti , più  la  k 1 — la  quale  si 

può  avere  in  serie  ( § 458). 

In  terzo  luogo,  gli  eccessi  a,  — a,,  a,  — a 3, 

non  siano  moltiplica  esatti  della  a:  in  questo  caso,  de- 
composta la  frazione  — come  dianzi , e la  sua  parte 
A,  Am 


^ nelle  A' 


x-*-a.  x-+ -et. 


•t+“m 


-,  si  desumeranno 


le  primitive  di  queste,  da  quella  della  medesima  — , 

cambiando  successivamente  la  x in  x-*-a,,  x-+-a, , 
x-*-ctm;  ovvero  si  troveranno  le  costanti  B,,  Bs, 
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— — riducono  identica  la  equazione 

/ g«  . B>  ■ . g-«  , 

T^~  m 75  x -*-<*,  x-t-a,  x ’ 

ai  determineranno  le  primitive  delle  funzioni 

B,  Bt #nv, 

(x-*-a,)(x-*-aJ’  (x-f-fflj  (x-r-am)  ’ " " " (x-f-a*.,)  (a  -m*„, ) 

nella  ipotesi  che  gli  aumenti  della  x siano  ordinata- 
mente, -(a,  — a,,)  per  la  prima,  -(«,  — otm)  per  la 
2 2 < < 
seconda , ; indi  colla  regola  esposta  nel  § /\6\ 

si  desumeranno  le  primitive  di  esse  medesime  nella» 
ipotesi,  che  l’aumento  della  x sia  l’w  per  tutte,  e nella 

somma  di  queste  ayrassi  la  occorrente  della  — 1 , che 

aggiunta  a quelle  delle  oxr-t-ixr_I h f-  g x -+-  A , 

k . N 

— darà  la  richiesta  della  — . 

x 75 

Non  mi  fermo  a contemplare  il  caso,  che  77  abbia 

fattori  di  primo  grado  tra  loro  eguali,  né  quello  per 

cui  alcuni  solamente  degli  eccessi  tra  le  a,,  a,,  - - - 

siano  inoltipiici  esatti  dell’o,  perché  facili  a svilupparsi 

dopo  l’esposto.  Così,  non  parlo  delle  primitive  delle 

funzioni  algebraiche  irrnzionnli , poiché  pochissimo  si 

può  stabilire,  che  non  riesca  per  sé  stesso  evidente  a 

chiunque;  e passo  a considerare  colla  maggiore  brevità 

le  primitive  di  alcune  altre  funzioni  trascendenti. 

466.  Essendo 

A a*  sen.cx=(a°  cos  .co — i )ax  sen  .cx+au  sen.ru  • a*  cos.cx, 
Arr*cos.cx=z(riucos.c« — i)ax  cos.cx — «“sen. cu  • a*  sen  .ex, 
dove  <i,  c sono  costanti , si  hanno  le  equazioni 


ir.ziom 


ar  sen.t  u—(ttu  cns.co — i )2uxsen.(\r-t-n‘'  sen.r«£oxcos.rx, 
nr  tos.cj^^a"  cos .co — i )2ax  eos.c x — au  sen .cola*  sen.t  Jt, 
le  quali  danno  immediatamente 

2«xsen.rx  =:  ((Tusen.(cx — co) — sen.ex)nx  ; D , 

2 a* cos.cx  =:  ( a"  cos.  (ex — co)  — cos.cx)  ax  : D , 
ove  — iau  cos.cu-*-i . 

Cosi,  per  essere,  come  si  sa 

(cos.x-4-  1/ — i • sen.x)m  = cos.77ix-«-  f/ — i • sen. m x , 
sen.rx  sen. /ix  =— cos.fc — li)x  — - cos .(c-t-h)x  , 

3 2 

COS.CX  cos./ix  — — cos.fc h)  X -4-  - cos.fc-*-  II)  X , 

1 2 


cos.cx  sen  Jix  — - sen.fr-W*)x  — — sen.(c  — h)x, 

2 a 

le  primitive  delle  funzioni  costituenti  i primi  membri 
di  queste  equazioni  dipenderanno  da  quelle  delle 
sen. nix,  cos.mx,  sen .(c-t-hjx,  cos.fc-»-/i)x,  sen.fc — h)x, 
cos.(c — h)x,  ove  le  m,c,h  sono  costanti,  le  quali  emer- 
gono dalle  ultime  primitive  esposte  nel  5 4^°  C°1  l;,rv* 
h — o,  ed  n = ni , c-i-h  , c — li.  Eseguite  le  opportune 
sostituzioni , trovansi  facilmente 

(cos.x  + 1/ - i • sen-x^i^/sen. m{x~^ -|/- 1 ■ cos  m(x~—  xsen.'-^  ■ 


2sen.cxsei>./ix=(sen.cxsen.A(x — «) — sen./ixscn.c(x — u)j  : E , 
2 cos.cx  cos./ix— (cos.cx  cos.fcfx — a) — cos.Ax  cos.cfx — «))  : E , 
2cos.cxsen./«~(cos.cxsen.A(x — a) — sen.Axcos.cfx — «))  : E , 
la  E è posta  in  vece  di  a (oos.ro — cos. ha). 

È rimarcabile  che  le  ultime  di  queste  primitive  st 
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possono  verificare  ili  un  tratto,  stante  le  rispettive  loro 
scritture  attuali. 

Similmente,  essendo 

" x=:vm^cos.//ix + m cos.(m- a)  x + — cos.(ni~4)x + ecc.j, 

" x=2~'"  (cos. mO.-x)+m  cos.(m-a)(X-x) + ™^~i)cos.(m-4j{^-x)+ecc.j , 

ove  la  il  esprime  l’angolo  retto,  le  primitive  delle 
funzioni  sen.™x,  cos.B'x,  scn.™x  cos."  x , di- 

penderanno da  quelle  delle  funzioni  scn.rx,  cos. ex, 

sen.cx cos./tx, già  contemplate:  non  le  espongo,  e 

passo  in  vece  a contemplare  una  regola  per  conseguire 

la  1Lnpxqa,  quando  si  conoscano  le  lnq,  . 

Nella  prima  equazione  dimostrata  nel  § 4^3  si 
ponga  il  prodotto  pq,  in  vece  della  yx , e nella  risultante 

scrivansi  in  vece  delle  quantità  px.nu , px-oii  no> 

i rispettivi  valori  di  esse  ($  449)  i clic  sono 

, nln+i)  . . (n+i)(/i  + a) 

-nA/>+  -A— — - A*/»— ecc.,  p — (n4  i)A/>+ ^ -\*p — ecc., ; 

ed  avrassi  la  seguente 

vn„  _ \ „ v«+i  „ . *>,,+I)»«„  v«+i.  

P'ì — P-  7 — "Jr“  7 *+uH — xp„  qx+i* — ecc., 


colla  quale  si  potrà  trovare  agevolmente  la  primitiva 
del  prodotto  pq  delle  due  funzioni  p,  q , quando  si  co- 
nosceranno quelle  della  rp  segnatamente  se  le  difleienze 
degli  ordini  superiori  della  p saranno  nulle. 

467.  Essendo  A uxyx-v  =JrJ  “»+*»  — ua  fx-u  «1 
ux+u  — u-*~  Su,  siila 


e pero  sani 


A u,r*-u  —y  A«  + u Syx_u  ; 
u — uyx-v—  2 u \yx.u . 


Digitized  by  Google 


S3a 


LEZIONI 


Questa  equazione  insegna,  che  la  primitiva  del  pro- 
dotto y\u,  si  può  far  dipendere  da  quella  dell'ii^y^  : 
trovare  la  primitiva  per  parti  del  prodotto  y\u  signi- 
fica trovarla  colla  regola  rappresentata  appunto  da 
questa  equazione,  cioè  far  dipendere  la  ijiu  dalla 

Nclln  medesima  ultima  equazione  qui  esposta  pon- 
gasi A""'  u in  vece  della  u,  e si  avrà  la 

-y  A"  u =yr-u  A"-1  u — 2 (A yx.u  ■ A"'1  «)  ; 

ed  in  questa  si  pongano  successivamente  A yx-a,  n — i; 

> « — a; ; A""‘_y  i in  vece  delle 

y,  n ; e si  avranno  ordinatamente  le 

2 (Ay^  • S-'u)  = Syx.la  ■ A-*  « - 2 (A*.^  ■ A"'1  «), 

2(A ’y^u,  ■ à"-*u)  =A *y^u  • A^u-2 (A*jv*,  • A"-1  u), 

• A u)~  A B-'yx.nu  ■ U — 2(A nyx.„u  ■ u)  ; 

indi  sostituiscasi  nella  stessa  prima  per  2(Ajv„  • A"-1  «) 
il  suo  valore  doto  dalla  seconda  : nella  risultante  sosti- 
tuiscasi quello  della  2(A,j'sr_,u  • A"-’  u)  dato  dalla  terza; 
e così  si  continui,  sino  alla  sostituzione  del  valore  della 
2(A"',-y )u  • An)  dato  dall’  ultima  ; e si  avrò  eviden- 
temente 

2yAn  u~yx.u  A""1  m—  Aj.r.lu  • AM  u-t-AQv-3...  • ■i*‘3  « 

— *y.T-t n-t-Do  ' n -+-  -(^ny.r-nu  ' u)‘ 

quando  l’u  sarò  pari,  per  l’ultimo  termine  si  userà  il 
segno  positivo , e quando  l’ n sarà  dispari  use  rossi 
il  negativo. 

Questa  equazione  trovata  dà , come  suoi  casi  pnr- 
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tirolari , oltre  la 

ZySu^y^u—ZuXy^ , le  seguenti 
Zy  A*  u—yx.0 A «—  A rx.tu  ■ **-^2  « Aa  jx.,u  > 

2 jA3  u—ys_v  Aa  «— Aj'Vju-  Au-f-A*,/*^  • u— 2«  A3/»^,, , 


Col  soccorso  di  queste  equazioni  o relazioni  trovasi 
la  quantità 

2 (Au  -+-  B\u  CA*  u -+-  D A3  u ecc.) , 

ove  le  A,  B,  C,  D, esprimono  funzioni  della  r, 

equivalente  alla  seguente 

2 (Ax—  \BX_U-+-  A1  C.x.%u  — A3  Dg.  3u  -*-ecc.)« 
più  lu  quantità 


4«^u—  ACr.>„+A,Z?J..3t,— eec.)n  + (C^u— AD„u+ecc.)Au 
(£>x_u — ecc.)  A*  « -i-  ecc. 

Dalla  prima  delle  medesime  ultime  equazioni  ossia 
dalla  sua  equivalente 

Zpq  — pZq — 2(Ap  -2 <7*+J, 
pel  caso  di  o = i bassi  la 

2pq=plq  — Z(\p  ■ 2 qx+l), 

colla  quale  si  può  trovare  facilmente  lo  sviluppo  della 
quantità 


l*  c*  d* 

0 = a*  2— 2—2  — 2-- 
v a*  bx  c* 


u, 

g*  h*  k*’ 


ove  le  a,  b,  c,  d, g,  h,  k esprimono  costanti , e la 

u„  una  funzione  qualunque  della  x. 

Si  denominino  rx , s„ , - — v,  ordinatamente  le 
quantità  seguenti 
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~x  y ll_  y y f**  Jx  y V u.r  ,T  _ *<* 

2c*2  A-r“AJ,d  * -^:sara 

Q=+***%.=+z£z£z*,=~. 


h*  c*' 


ideila  equazione  esposta,  moltiplicata  per  n*,  si 
**  l>*  . y ai' 

P"0  -i  = r—-~s’ 


ponga  P=Z-p,  e 7 = — e 


e si  avra 


Q= 


b — a 


n*24-+- 


— — bxl~. 
b—a  bx 


In  questa  pongasi  o*Z  in  vece  della  rT,  e svolgansi 

le  due  primitive  colla  stessa  equazione  o regola  sopra 
esposta , ed  avrassi 

0= — a*v!*  . nc  ltv**  . <*l>  ^x 

( a-b)(a-i  ) a*  (b  a){b-c)  ~/>x  ( c-a)(c-b ) “cT  ' 

Così,  ponendo  in  quest’ ultima  per  rr  la  dTl  e 

svolgeudo  le  primitive  che  compajono  ; e continuando 
una  simile  operazione  sino  dopo  la  sostituzione  di 

kxZ~-in  vece  della  vx,  si  otterrà  evidentemente 


Q=, 


bc k 


-„*Z^+  ‘C~* 


( a-b)(a-c)—-(a-k ) ax  (h-a)(b-c) (b-k)  “ hx 

— + ab  — h 

(k-a)(k-b)  — (k-h)  ~ P 

ove  le  primitive  tuttora  indicate  sono  generali. 

Se  la  u fosse  zero,  queste  ultime  primitive  cioè  le 
rimaste,  rappresenterebbero  altrettante  costanti  ar- 
bitrarie. 

468.  La  funzione  f(x,  y,  A/,  A *y,à?y, ) sia 

mia  differenza  esalta , qualunque  funzione  della  x sia 


✓ 
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la  y , cioè  esista  un’altra  funzione  F(x,y,  Ay,  A5y, ), 

che  abbia  la  prima  per  differenza  finita:  la  equazione 

f(x,y,  Ay,  A *y,  A 3y, )=AF(x,y,  A y,  A *y, ) 

avrà  luogo,  qualunque  sia  lay. 

’ In  questa  equazione  si  sostituisca  y -t-aii  in  s ere 
della y,  ove  Va  esprime  una  costante  arbitraria,  e la  u 

lina  funzione  qualunque  della  x;  e si  avrà 

» 

f(x,  y-+-au,  Ay-e-aAu,  A’y-t-aA’n,  A^y-i-aA3^, — ) — 
A F(x,  y-i-au,  Ay-t-aAu,  A’y-wxA1  «,  - - -) , 
ossia  sviluppando  entrambi  i membri  (5  4 1 ) 
J+<z(uJ'(y)+Jy(Ay)Au+f(A,y)A,in-F(ì3y)àiiti+*cc.'y*!cr.— 
A F+  aA^uF'(y) + F'(Aj)  Au  + F'(A*y)¥  u +eec.)  +err.  ; 
e peri,  qualunque  sia  la  w,  sarà 

f'(y)u-+-f(ty)^u  -+-/(A *y)&u  ~t-f(ò?y)A?u-t-ecc~ 
A ( F,(y)u-t-  F'(Ay)  A « -+-  F'(  A *y)  A*  m -+-  eco.  ) r 
cioè  il  polinomio 

f(y)  u '(  Ay)  Am  -t-/'(A*y)  A*  « -s-/'(A3j)  A3  u -4-  ere. 

sarà  una  differenza  esalta,  non  solo  qualunque  sia  la  y, 
ma  anco  qualunque  funzione  della  x sia  la  u. 

Per  semplicità,  si  ponga  f’(y)~A  , f{Ay)  — n , 
/'(h*y)—  C,  f'(A3y)=zD,  - - - , ed  il  polinomio 
dianzi  trovato  si  ridurrà 

Au-+-  JSAu  CA*  « -t-  n A3  u ere. 

Ma  dall’esposto  nel  paragrafo  antecedente,  questo  poli- 
nomio equivale  all’altro 

(A,  - A Iì„u  -H  A*  — A3  7?,^  -4-  ecc  ) « 
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più  la  differenza  finita  del 

( ^3P-t4»+  ^ ccc.)m + ( g— A/}^ . to+ecc.)Aw 

(ZT^  — ecc.)  A*  a ecc. 
adunque  dovrà  essere  identica  la  equazione 

— A/?^  -+-  A*  <?X_JU  — A3  DX.3<J  -4-ecc.  = o. 

Vale  a dire,  essendo  la  funzione f{x,y,  ly,  A*_y,  A3/,---) 
una  differenza  finita  e fatta,  la  equazione  qui  esposta 
cioè  la  seguente 

/V)-A/'(AyU  + A*/'(AV)x_lu-A3/'(AV)x-30+ecc-o 
riuscirà  identica. 

469.  Non  voglio  estendermi  su  queste  ultime  propo- 
sizioni relative  alle  differenze  finite,  come  feci  jier  le 
analoghe  relative  alle  derivate,  e perchè  facili  e perchè 
occorrono  esse  in  poche  occasioni;  ina  non  voglio  om- 
mettere  la  seguente , dalla  cui  soluzione  emerge , come 
trattare  tutte  le  altre  sue  analoghe:  se  la  funzione 
f(x,  y,  A y)  renderà  identica  la  equazione 

/'(j)— A/'(A^)x.„=o  ossia  la  f'(y)t+u— ±f'(Ay)=x>, 

essa  sarà  una  differenza  esatta,  qualunque  funzione  della 
x sia  la  y. 

Posto  f’{y)—  /'(A y)=.$(x,y,±y),  questa  equa- 
zione si  riduce 

/'( y)  -+-  A ^ (x,  y,  A y)  =.  o cioè 
f(y)-i->P{x-+-o!y-*-ly,ly-h-  A *y)—rp  (x,  y,±y)=-  o, 

la  quale  manifesta,  che,  la  funzione^ non  conterrà  A_^; 
e però  avrassi  la  equazione  alle  derivate  parziali  seguente 

f(y)-f'(*y)=P> 

ove  3 esprime  una  funzione  delle  sole  x,  y. 
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Troviamo  la  primitiva  generale  di  questa  equa- 
zione cioè  della 

f'(jr)  —f'(z)~~P(x,y)=zo, 
dove  z è posta  in  vece  della  Sy  per  semplicità. 

Le  due  equazioni  alle  derivate  ordinarie  occorrenti 
(S  347  ) saranno 

le  cui  primitive  complete  sono 

s-t -y  — a,  f—fjìdy  — b, 

ove  a,  b esprimono  le  costanti  ; e per  tanto  la  primitiva 
generale  richiesta  sarà 

f—f$  dj'  — tP(z-+-y)  cioè/=  (y  -+-  &y)  p {x,y)  : 

la  p(x,  y)  è posta  in  luogo  della  primitiva  ordinaria 
f&dy  > e la  (p  esprime  una  funzione  arbitraria  del  bi- 
nomio y &y.  questa  funzione,  che  puà  contenere 
anco  la  x in  qualunque  maniera,  scriverassi 

$(x-*-o,y-t-by). 

Sostituiscasi  il  trovato  valore  della  f nella  equa- 
zione 

f(y)+à(f'(y)'-f(ày))=o-, 

e si  avrà 

ossia  (l'iyh^-Hf'lyìs^—o 

cioè  — (^dy~^)’  e conse6uentemente 

p=z—<p(x,y)-t-ax, 
essendo  a funzione  della  sola  x. 

Vale  a dire,  la  f(x,y, \y),  che  rende  identica  la 
equazione 

f'[y)—~ ^/'(Ar)*-=o»  sai-à  <p(x+o,  y +ty)—(f(xyy) + aT , 
Tom.  II.  aa 
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die  è una  differenza  esatta,  qualunque  funzione  della 
x sia  quella  indicata  colla  yx. 

a 

47o.  Colla  scrittura  Zyx  si  intenderà  quella  primi- 
tiva particolare  della  yx  , clie  si  a umilierà  col  fare  in 

a 

essa  X — a;  e colla  Zyr,  dove  c — a dev’  essere  molti- 
e 

plice  esatto  dell’  aumento  ti , intenderassi  il  valore  cor- 
rispondente alla  x=c  della  medesima  primitiva,  die  si 


annullerà  colla  x=a.  Così  la  scrittura  Zryt  significherà 

C 

a a a a 

22---22yx,  ove  1 è ripetuto  r volte. 


Vogliasi  2r  i.  Essendo  2 i — — A , A costan- 

ti 

o jr 

te,  sarà  o = o -*-A,  e però  2t=  — ; così  per  essere 

o xlx  — tl)  „ _ , , 

2 2 i = - -t-B , B altra  costante  , si  avra 

ae 

O O O r/r ci) 

0=0-4 -B  e pero  22  i cioè  2*1  = — - — — -,  In  ge- 
sti* 

nerale  risulta 


lr 


x(x — o)(x — sti) (x — (r — i)ti) 

I — „ - * — • 


s-3 rtir 


a o c ° C OC 

Se  si  volesse  Iri.Per  essere  2 irr-,  eli  izz +C, 

e c o c o u 

O c* 

C costante  arbitraria , si  ha  2*  i = — ; e consegucnte- 

r U* 

mente  avrebbesi  2P  i = . 

47 1 . Abbiasi  la  serie 

y* > y»  > y.t>>  ~ u > y x > y.*».»,»  - - - y , 


Digìlized  by  Google 


DI  CALCOLO  SUBLIME 


35g 

i cui  indici  sono  o,  o,  io, x — o,  x , oe-t-o, no-, 

ed  sx  esprima  la  somma  y0-*-y0-*-y*ur* v-yx^, , 

e sarà  ya-4-yLI-+-ytL)-< *-yr-0-+-yx=**+o  ossia 

sx  -i~yx — rx4  M e però  Arx  ~ yx  ; cioè  il  termine  corri- 
spondente all’indice  x sarà  la  differenza  finita  della 
somma  degli  antecedenti. 

La  stessa  equazione  \tx~yx  insegna  anco,  clic  sx 

O 

è una  primitiva  del  termine  yx  e propriamente  yx  ; 
giacche  pel  significato  della  sx  dev’essere  sQ-=zo. 

La  somma  poi  di  tutta  la  serie  evidentemente  sarà 

» 

2 yx ; vale  a dire  sarà  essa  il  valore  corrispondente 

«M-nu 

alla  x~[n-t-i)o  di  quella  primitiva  della  yx,  che  an- 
nullerassi  colla  x=o.  Ed  in  generale  la  somma  della 
sola  parte  seguente,  della  serie  medesima, 

fino)  y J ~ “ y ru  > 

ma 

ove  rn r ed  entrambi  numeri  interi,  sarà  2 yx. 

<r+n« 

Combinando  la  proprietà  qui  esposta  per  la  somma 
di  una  serie  qualunque  a quella  rappresentata  coll’ul- 
tima equazione  dimostrata  nel  § £66  si  comprende,  co- 
me trovare  in  termini  finiti  la  somma  di  una  serie, 
quando  i suoi  termini  siauo  ordinatamente  i prodotti 
dei  termini  corrispondenti  di  due  altre,  una  delle  quali 
abbia  il  termine  generale,  le  cui  differenze  superiori 
siano  p.ulle,  cioè  sia  esso  funzione  algebraica  razionale 
ed  intera  dell’indice  della  serie,  e l’altra  abbia  la  som- 
ma, di  cui  sappiansi  trovare  le  primitive  anco  degli 
ordini  superiori. 

4j2.  Spesso  occorre  di  scoprire  una  operazione,  che 
eseguita  successivamente  sui  numeri  o,  o,  io,  - - - no 
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dia  ordinatamente  quantità  A,  Ti , C, II  date; 

cioè  quantità  adatto  individuate,  o solamente  costanti, 

rispetto  a quella,  clic  riceve  i valori  o,  0,10, . 

Questi  risultamenti  si  indichino  coi  simboli 

y o * y zu t - ~ y no’ 

Si  formino  le  differenze  yu — y0,y,u — yu, , 

cioè  formisi  la  nuova  serie 

A.ru,  A^1M,  by3u, : 

da  questa  si  desumono  le  differenze 

u ^y<>  » ^y  *<•>  ^y  « > ~ _ ~ 

cioè  la  serie 

A’r0>  ; 

e continuisi , se  occorre,  a desumere  analogamente  le 

&yu,tfy,0> 

rfyo*  — 


Se  una  di  queste  serie  risultanti  avrà  i termini 
tutti  eguali  tra  loro , e tali  saranno  sempre  almeno 
quelli  della  n esima  supposta  la  serie  A,  li,  C,  - - - // 
continuata  opportunamente  al  di  là  del  termine  II,  che 
è l’(n-4-i)  esimo,  si  potrà  conseguire  la  funzione  yx  cioè 
l’operazione  richiesta  col  metodo  seguente. 

Riescano  tra  loro  eguali  le  Ar y0 , ÙIyu , Aryi(J , — 
cioè  i termini  della  resima  delle  serie  dianzi  costitui- 
te: essendo  Ar y„  — br ya  — Aryt(J,  - - -,  sarà  anco 
Lryx  — Arj0  e però  A ryx+u — àryx=:o  cioè  le  diffe- 
renze della  yr  di  ordini  superiori  all’ r esimo  saranno 
nulle.  Ma  qualunque  sia  la  funzione  yT  ($  449)  *'  ha 
x x(x — 1>) 

y*  = yB  + - A y0  — - A»  y0 ere.  ; 
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fx 


adunque  per  l’attuale  avrassi 
_v  .£  w x{x-o)  x(x-o)(x-io) — x(x-<r-,  )») 

•— Io+O*r0+  2t).  + 2.3  — -to’- 


4) 

ovvero 


yt  ~ y0+  *y0l  1 -t-  A*  j„  • I*  1 h k Yy0  ■ Y 1 


pei  $ 4:°- 

Si  rifletta,  die  anro  le  quantità  ày„,  Yy0, 

si  conoscono  ; giacché  sono  esse  i primi  termini  delle  r 
serie  desunte  dalla  A,  B,  C, H. 

Verificandosi  la  proprietà  di  A yx^zo,  si  ha  (S  449) 


, r (r-t-i)rr-  ' (rH-l)r(r — l)r-»  

y=z(r-*-,)y —5 y A-f’ 


vale  a dire,  un  termine  qualunque  al  di  là  dell’ redimo 
si  potrà  formare  con  i suoi  (r  —1—  1 ) esimi  antecedenti  , 
cioè  la  serie  sarà  ricorrente. 

Talvolta  per  iscoprire  la  yx , in  vece  di  eseguire  le 
operazioni  sopra  indicate  immediatamente  sui  termini 

o quantità  A,  B,  C, H,  converrà  eseguirle  sulle 

<p(A),  <p(B),  <p[C), $(//),  le  quali  sono  ordinata- 

mente funzioni  simili  delle  date;  giacché,  risultando, 
per  esempio  Y<p(yr)=Y0(yJ,  si  avrà  la  <p(yr),  e 
conseguentemente  la  stessa  yx:  questn  ossei-vazione  si 
estenda  anco  ai  paragrafi  47^,  4^4>  47^- 

4-5.  Quando  sappiasi,  che  le  quantità  n,  b,  c, h 

costituiscono  una  parte  non  interrotta  ili  una  serie  ri- 
corrente, si  può  di  questa  scoprire  e l’ Online  e la  equa- 
zione di  relazione. 

Denominerò ya , y, , yt,  - - -yx , y , yx+% , yK 

■ ....  , . . - yr-n y.r n yx+3 , 

le  quantità  date:  e terrò — r, — t , — — — — f, 

y*  y x y .» 
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fr+K  ....  tL  — J ^ — t'  .... 

’ ’ Ar~r  ’ Ar~ ' ’ Ar~'  ’ ’ 

Ar^  Af'  Aj" 

Ar'  r ’ A/'  ’ ’ Ar"  ’ ’ 

Riescendo  costante  la  r, , o la  Ax  , o la  r'J , le 

quantità  a,  b,  c,  — - h saranno  correlativamente  in 
serie  ricorrente  dell’ordine  primo,  secondo,  terzo,  - - - . 
Mi  limiterà  a dimostrare,  che  esse  sono  in  serie  del 
terzo  ordine,  quando  riesca  costante  r",  che  chiamerò  A. 


A / 


A u 


La  equazione  -^-p  — A 


ossia  A r'  — A A r*  dà 


s'  ~ Ar1  B , essendo  B costante;  e però  av  tassi 

— —A^-+B  ossia  Afc=^Ar  + 5Ar  cioè  t=zAs  + Br+  C, 
Ar  Ar 

dove  C esprime  un’altra  costante.  Quest’ ultima  equa- 
zione , che  in  sostanza  è la  seguente 


Z^-A^-t-B^-t-C  ovvero 
Xx  Xx  Xx 

Xx-i  3 = Ayr+t  -+•  Byx+t  Cyx 


significa  appunto , che  le  quantità  y0, yt, yt, yn 

costituiscono  una  serie  ricorrente  del  terzo  ordine , la 
quale  Im  per  equazione,  o scala,  di  relazione 

Xx+3  — 4 Xx+*—  nXx*  1 — CXx  — o- 

Le  costanti  A,  B,  C sono  conosciute  per  le  equa- 
zioni occorse:  di  fatto,  A è la  stessa  r’’,  B è eguale  ad 
— A r'0,  e C a t0  — As0  — Bra. 

Mediante  la  equazione 

Xx+ì  — Ayx+i  — Byx+,  — Cyx  — o 
si  può  conseguire  la ym,  cioè  quella  funzione  della  j, 
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i cui  valori  corrispondenti  alla  X—o,  1,3, sono 

ordinatamente  a,  b,  c, ; ma  per  questo  occorrono 

in  generale  considerazioni , che  si  sviluperanno  nella 
lezione  V. 

Se  la  quantità  yx+$  — Ayx+t —Byx+l  — Cyx 
fosse  differenza  finita  esalta,  per  esempio  del  second’or- 
dine  cioè  se  B~ — 1—1C,  la  equazione  tro- 

vata equivarrebbe  alla  A1  yx+l — C A‘yx~o , la  quale 
insegna , che  le  differenze  seconde  delle  quantità  date , 
costituirebbero  una  serie  ricorrente  del  primo  ortiine; 
per  cui  potrebbesi  conseguire  la  scala  richiesta,  facendo 
operazioni  analoghe,  alle  dianzi  eseguite,  sulla  serie 
avente  per  termini  le  differenze  seconde  delle  mede- 
sime quantità  date.  In  questo  caso,  avrebbesi  anco 
yx+l=.Cyx  + Mx-t-N,  ove  M,  ^esprimono  due 
costanti. 

474_  Troviamo  anco  una  operazione,  che  eseguita 
successivamente  sulle  quantità  date  nQ,  a, , <*,,  - - - an 
dia  rispettivamente  le  A0,  A,  ì A,, An  pure  date. 

Si  chiami  yx  l’operazione  richiesta  cioè  quella 
funzione  della  x , che  dà 


ya° — , ya  ^ — 4 1 , y — A a , y a * — A„ . 

Così,  la  x,  esprima  tale  funzione  della  t nuova  variabi- 
le, che  somministri  xj^za0 , xlz^n , , x3—a, , x^=an. 

La  yx  funzione  composta  della  t si  indichi  con  ut. 
Si  trovino  le  serie,  i cui  termini  sono  le  differenze 
finite  prime  , seconde , terze  , - - - di  quelli  della 

x0,  x, , xa, xB;  e riescano  eguali  fra  loro  quelli 

della  in  esima  ; e si  avrà  5 4>a 

x,zx0+/Ax0+  — A\r„+ — + a.5 “ x 


U* 
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Cori,  trovimi  le  serie  aventi  per  termini  le  differenze 

finite  prime,  seconde,  terze, di  quelli  della 

“o  > ut  > ui  > ~ ” ~ un  ; e riescano  tra  loro  eguali  i ter- 
mini della  r esima,  ed  avrassi 

a a • 5 — r 0 

Vale  a dire,  si  avranno  le  due  equazioni  seguenti 

,+*Aa0+  'A*a0  + — - + , 

a a a — m 


yt=j0+tM0+  fiLAlLl g-fr-rn) 

a a ■ j r 


colle  quali,  eliminandola  /,  si  otterrà  una  equazione 
tra  le  x,  ,y  e quantità  conosciute,  che  darà  la  richiesta 
funzione  della  x valore  della  y. 

Facilmente  colle  regole  esposte  nei  in,  na 
applicate  al  caso  presente  si  hanno 


, . 1 (x-a)3 

tz(x~a)zj+—rL 

X 2 


l'\'  . (*~a)V  1 / 1 \'\  1 

Vx'/x'  a • 3 \x'  'x7  / x7 


+ ecc. 


(x-a)3  1 / i //\'Y 
a • 3 x\x,\x,l  ) 


+ecc., 


ove  le  derivate  indicate  sono  tutte  rispetto  alla  t,  e ad 
operazioni  eseguite  si  deve  in  esse  fare  t zero. 

4^5.  Si  può  rinvenire  pel  valore  della  yT , richiesto 
nel  paragrafo  antecedente,  un  polinomio  riducibile  alla 

forma  JS-s-C’x-t-Dx'n t-7xm,  ove  B,C,D, T 

sono  costanti;  cioè  si  può  rinvenire  per  valore  della y 
una  funzione  algcbraica  razionale  ed  intera  del  grado 
m esimo. 

Sebbene  questa  ricerca  non  abbia  molta  relazione  * 
con  ciò  die  si  tratta,  non  ostante  voglio  esporla. 
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Nella  equazione  supposta 

j—B-y-Cx-y-D  x’h 1-  Tx* 

si  pongano  successivamente  a„,  «, , a2, aB  in  vece 

della  x-,  e si  avranno  le  («-+- 1)  seguenti 

B-t-Ca0-+-Da*-ì h T oJJ~  A0, 

B -4-  Ca,-+- Da\-i s-  Ta\~Axì 

B -+-  C a,-+- D \-Ta\—Ax, 

B-+-C  a„- +.  D h t-Ta*„=z  A 

che  sarebbero  quelle  a sciogliersi  per  avere  i valori  delle 
B,  C,  T),  - - - T,  ebe  riducono  il  polinomio 

B h-Ci  -4-  D x*4- t-  r x*, 

al  richiesto  valore  della  ^ . 

Si  moltiplichino  queste  n -4-  i equazioni  ordinata- 
mente  per  b,  c,  d,  — - i»  costanti  arbitrarie;  e si  ag- 
giungano, i primi  membri  delle  risultanti  al  primo  della 

/rfi+Ci  + Oj'H y-Tx*, 

ed  i secondi  di  esse  al  secondo  di  questa;  e si  disponga 
delle  b,  c,  d,  - - - u talmente  da  soddisfare  le 

(i) b -+~  c d h « rr  i, 

(a)  - --  a b -y~ a,c -y- a,d -y-  - - — t-  a„  u~x, 

(3)  a%b-Y-a\c-Y-a\d-Y Y-a*ti=x*, 

(4)  a?b-Y-a]c-Y-a\d-Y u— x3, 

(n4-i)  - aab-Y-a”c~Y-a^d-Y 4-«;«  = x"; 

ed  evidentemente  rimarrà  la  seguente 

y ~ /4b-+-Alc-t^Aid-Y-----Y-A„u. 
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Con  questo  la  difficoltà  di  avere  il  valore  richiesto  del- 
la yx  è ridotta  a quella  di  determinare  le  costanti 
b,  cy  d, ii  soddisfacenti  le  n-+-i  equazioni  qui  sta- 

bilite tre  esse,  ciò  che  si  può  conseguire  col  metodo 
usato  in  altra  occasione  ed  anco  col  seguente 
Sia 

F(x)—x*-+-Blxn~I-t-B1  xmh t—  x-y-BK~o 

l’equazione  avente  per  radici  a, , a, , a3, a„ . 

Si  moltiplichino  le  equazioni  (i),(a),  (5), (n-*-i) 

ordinatamente  per  /?„,  /?,,  i , e somminsi  i 

membri  delle  risultanti  ; ed  avrassi  la 


bF(a)  -4-  cF(a,)-t-  dF(at)  -t h uF(an)—F(x) , 

cioè  la  seguente  bF(a)~  F(x),  per  essere  le  quantità 

F(jc\ 

F(al)yF(ai), F(an)  nulle.  Quindi  sarà  />— •>  cioè 


x'-h-By  \-B„ 

^ 1 -Bh 


b — 


ovvero 


b _ (.r— a,) (x—an) 

(a—  a,)(a  — a.,) — 

e per  tanto  avrassi 

y^Af^AJy  + ÀJ,  h -i -Axfn, 


ove  la  fT  esprima  la  frazione  avente  per  numeratore  il 
prodotto  dei  binomj  x — a,  x — a, , x — «a  , - - - x — a„ 
eccettuato  l’x  — <ir;  e per  denominatore  il  valore  del 
numeratore  medesimo  corrispondente  alla  x—ar. 

Si  potrebbe  ridurre  questo  valore  della  yx  ad  es- 
sere ordinato  secondo  le  potenze  della  x.  ma  conviene 
lasciarlo  come  si  è presentato. 

4^6.  Mediante  l’esposto  nei  $§  4>2!  4/5  si  po- 
tranno determinare  valori  per  la  y corrispondenti  a 
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qualsi vogliono  valori  «Iella  x-,  e con  quello  esposto 
nel  J 474  potransi  ottenere  valori  sì  per  la  y che  per 
la  x,  non  corrispondenti  a valori  interi  della  nuova 
variabile  t\  vale  a dire,  si  potranno  interpolare  le  serie 
«istituite  dai  dati  valori  delle  x,  y,  ciò  che  interessa  in 
varie  occasioni. 


LEZIONE  III. 

Delle  equazioni  antecedenti , conseguenti, 
e di  quelle  alle  differenze  finite. 

477. Colle , Fx±aa, si  esprimeranno  i risul- 
ta menti,  che  si  avranno,  ponendo  xzho,  x±2o>, in 

vece  della  x contenuta  nella  F\x,yt,yx+U , yx+2U , — ) 
funzione  composta  della  x. 

Pei  significati  delle  x,  yx  abbiano  luogo  insieme 
alla  equazione  F—  o tanto  le 

F ^ — o,  I'  x-10 — o,  " " quanto  le  Fx^_u — o,  FX+2U — o,  - - - 

Le  equazioni  costituenti  la  prima  di  queste  due 
serie  si  chiameranno  antecedenti  della  F~o,  e parti- 
colarmente si  diranno  prima,  seconda, antece- 

dente. Così , quelle  costituenti  l’ altra  serie  chiamcransi 
equazioni  conseguenti  della  medesima  F —o , ed  in 
particolare  si  diranno  prima  conseguente,  seconda  con- 
seguente, — - . 

Essendo 

Fx+tt~ F+iF,  Fx+2u=F-*-*±F-*- F, , 

alle  equazioni  conseguenti  espostesi  possono  surrogare  le 
f + if— o,  F-+-  aAF-i-ò*  F—o,  - - -, 
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la  cui  sussistenza  simultanea  a quella  della  F~o, 
somministra  anco  le  seguenti 

AF~o,  A*F~o, , 

die  si  possono  desumere  immediatamente  dalla  F~a 

differenziandola , una  volta , due  volte , . 

Così , per  essere 

yx+u  =r-+-A.r>  yx^u=y +2^+1^.  — 

alle  equazioni  conseguenti  esposte , quando  la  F con- 
tenga le  sole  x,  y , si  possono  sostituire  le 

F(x-+-o,y- t-Ay)=o,  F(x-¥-io,  y-t-a  A*^)=:o,  - - - , 

le  quali  sciolte  rispetto  alle  Ay,  A3y, , darebbero 

le  differenze  finite  della  ^funzione  impliciti,  die  entra 
nella  data  equazione  F(x,  y)= o. 

478.  Una  equazione,  nella  quale  vi  siano  due  termini 
prossimi  della  serie 

” “ “ y x- io  > y x-u  > y x > y *±u>  y n%u  > - - - 

si  chiamerà  alle  differenze  finite  del  primo  ordine  j una 
nella  quale  vi  siano  tre  termini  successivi  di  questa 
medesima  serie,  ovvero  ve  ne  siano  due  tra  i quali  nella 
serie  stessa  sene  trovi  un  altro,  si  chiamerà  alle  differen- 
ze finite  del  secondo  ordine:  in  generale,  una  equazione, 
nella  quale  vi  siano  (ii-t-i)  termini  consecutivi  della 
medesima  serie,  od  almeno  ve  ne  siano  due  di  quelli 
tra  i quali  nella  serie  stessa  se  ne  trovino  altri  n — i,  si 
dirà  alle  differenze  finite  dell’ordine  n esimo. 

Egli  è evidente,  clic,  le  equazioni  alle  differenze 
degli  ordini  primo,  secondo,  ---n  mimo,  conterranno 
o si  potranno  ridurre  a contenere  ordinatamente  le 
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differenze  prima,  seconda,  - - - n esima  della  variabile 
funzione  dell’altra  {$  44p )* 

Le  equazioni  alle  differenze  finite  aventi  la  forma 

ayx ^ -+-  b Jx+(»-.)U  -+-lyx—m, 

ovvero  la 

A \Hyx  -+-  B\"'yt-t (-  A'Ay  -h  Ly  = M , 

ove  le  quantità  a,  A,  b,  B,  - - - k , A,  /,  L,  m,  M,  cioè 
i coefficienti , siano  costanti  o funzioni  della  sola  x , si 
chiameranno  lineari  o di  primo  grado. 

479.  Avendo  luogo  la  equazione 

F"(x,  y x > y x \ u > ” — ~ y x irti)  — 0 

e le  sue  conseguenti , se  ne  potranno  desumere  infinite 
altre  mediante  opportune  combinazioni  di  esse. 

Nella  F=zo  vi  siano,  oltre  le  X,yx,yx+^, JVi-ro» 

le  n quantità  costanti  a,  b,  c, A:  combinando  la 

A’—  o alle  sue  conscguenti sino  a quelle  dell’  ordine 
n esimo , in  modo  da  eliminare  tutte  le  n costanti , 
avrassi  una  equazione 


y*  •>  y t+o  > ” - ~ yXHr+nu) — 0 

alle  differenze  dell’ordine  (r-e-n)  esi/no  ossia  dell’»  esimo 
ordine  rispetto  alla  F~  o medesima. 

Se  si  combinasse  la  F—o  alle  sue  prime  m con- 
seguenti , in  modo  da  eliminare  le  costanti  componenti 


una  qualunque  delle 


n (n — 1) (n — /»-*- 1) 


com- 


3 • 3 - - - ni 

binazioni  formabili  colle  a,  b,  c, h,  avrebbonsi 

n (n  — r) (n  — m 1) 


1 ■ 3 - — m 
nite  dell’ ordine  assoluto  (i 


equazioni  alle  differenze  fi- 
ni) esimo  o dell’/»  esimo 
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rispetto  alla  F~o,  e contenenti  ciascuna  n — m delle 

medesime  costanti  a,b,c, h:  combinando  poi 

ciascuna  di  queste  equazioni  risultanti  alle  sue  conse- 
guenti prima,  seconda,  - — (n — m)  esima  talmente  da 
eliminare  le  n — m costanti  rimaste  in  essa,  se  ne  otter- 
rebbero altrettante,  ma  affatto  equivalenti  tra  loro  cd 

alla  stessa  equazione  f(x,yx,yx+0, 

sopra  trovata  ; giacche  sarebbero  esse  conseguenze  tutte 
della  F zzo  e formate  colle  stesse  quantità. 

Vale  a dire,  la  equazione f—o,  alle  differenze  del- 
l’ordine n esimo  rispetto  alla  F—o,  si  può  desumere 
da  questa  Fzz o,  che  contiene  n costanti  arbitrarie  più 

della  f—O  medesima,  cd  anco  da  — — — — — 

J a-3  — -m 

equazioni  alle  differenze  finite  dell’  ordine  m esimo  ri- 
spetto alla  F=.  o e contenenti  ciascuna  n — m costanti 
più  di  essa;  cioè  si  può  desumere  anco  da 

_ n(n — i)  rt(n — i)(n — a) 

n, , = 1 - - - n 

a a '•  o 

equazioni  alle  differenze  finite  ordinatamente  degli  or- 
dini r-i-i,r-4-2,  r-t-5,  ---  r-t-n — t contenenti 

rispettivamente  n — i,  n — a,  n — 5, i costanti 

più  della  medesima  f—o. 

Ciò  che  si  è qui  detto,  rispetto  alle  costanti  conte- 
nute Della  equazione  F—o,  si  estende  anco  alle  fun- 
zioni, che  essa  può  contenere;  purché  le  differenze  finite 
di  esse  siano  esprimibili  esplicitamente  con  esse  mede- 
sime, come  sono  quelle  delle  ax,  sen.  x, . 

È bene  anco  osservare,  che  si  può  desumere  la 
equazione  f—o  dalla  F~o  col  processo  seguente.  Si  ri- 
duca la  F—o  ad  un’  altra , ove  una  costante  rimanga 
isolata , e si  differenzi  ; ed  avrassi  una  equazione  , che 
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non  conterrà  più  In  costante  isolata:  si  tratti  l’equazione 
così  ottenuta  come  la  F~ o,  e sillatta  operazione  conti- 
nuisi n volte,  ed  avrassi  in  ultimo  la  medesima  f =o. 
Per  esempio,  la  F=z o sia  yXM(J-*-tfyxfu-W'/xrro: 

essa  equivale  alla  -4- a -+-b~o,  la  quale 

y x y x 

differenziata  dà  la  A =0,  che  equi- 

yx  y x 

a 1 

Y y 

vale  alla  A—  : A— -t-a~o,  die  differenziata  sommi- 

y y 

nistra  la  seguente 


s 1 


del  quarto  ordine  ossia  del  secondo  ordine  rispetto  alla 
proposta,  equivalente  alla  proposta  medesima,  e non 
contenente  le  costanti  a,  b. 

Se  la^,  che  entra  nella  equazione 

yx+*o  -+-  ayr+o  -+-i>yx  = ° , 
rappresentasse  il  termine  generale  di  una  serie  ricor- 
rente, quella  trovata  alle  differenze  del  quarto  ordine 
esprimerebbe  evidentemente  la  proprietà  usata  ed  espo- 
sta nel  J 4/5- 

Per  dure  un  altro  esempio  delle  equazioni  conse- 
guenti si  abbia  la 

yx+%  — ayx+x  —bjrxz=0, 

la  quale  rappresenti  la  scala  o equazione  di  relazione 
di  una  serie  ricorrente  del  seeond’ ordine;  e si  voglia  la 
scala  di  altra  serie  ricorrente  del  seeond’ ordine , che 
nasce  collo  inserire  od  interpolare  due  nuovi  termini 
tra  due  prossimi  termini  qualsivogliono  della  prima. 
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Si  denomini  t l’indice  della  seconda  serie  ed  u,  il 
suo  termine  generale;  e la  (cala  richiesta  sia 

«,+,—  «“«+.—  0u,  = ot 

si  dovranno  determinare  opportunamente  le  costanti 
a, 

Per  la  proprietà  delle  due  serie,  ammessoceli,, 
deve  riescire c.r+i  — u,+3  » JVw  — ut+6  • e Per®  avrassi 
la  equazione 

ui+6  — aWf+3  — iui—  °- 

Si  combini  la  equazione  supposta  «,+*—««,+ 1 — ^“F° 
alle 

"t+3  — «“«+»—  Put+t—°’  Ut+A~~ aut+3~ Put+*  — ° 
li t+5  — a ut+i  — P ««+3= ° > "1+6  — «uf+5  — /?“«+4=° 
sue  conseguenti , in  modo  da  eliminare  u,+I , «,+* , 

««+4  » “«+5  ; e si  otterrà  **  se«uente 

ut+6  — (a3  -+-  5 iSa)  «t+3  — £3  «*  = o, 

la  quale,  dovendo  sussistere  insieme  alla 

ii, +6  — « «i+3  — 6m,  = °» 

dà  le  «3-+-5£a  = a,  /S3  = à:  ecco  le  proprietà  che 
debbono  avere  i valori  richiesti  delle  a,  0. 

Denominati  r,,  r,  i valori  deUa  r soddisfacenti  la 
equazione  di  secondo  grado  r*  — ar  b — o,  le  due 
ottenute  equazioni  tra  a,  9 danno 

a=^r, (Srr^r.r,; 

e conseguentemente  l’equazione  di  relazione  richie- 
sta sarà 

«,+,  - {Vrx  + Vr*)  “•+*  “ Vr' r*  ‘ M‘=°- 


t 
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In  generale,  se  la  data  equazione  di  relazione  fosse 

ayx+n.t  -+-  byx+M  h h hy^  kyx = o, 

e la  richiesta  dovesse  avere  la  forma 

u<+„-t-^uf+n.1-*-Z?w,+MH y~H u(+l -<~Kut—o  ; 

e la  nuova  serie  risultasse  dallo  inserire  n termini  fra 
due  termini  prossimi  qualsivogliono  dell’altra,  i coeffi- 
cienti A,  B,  - - - H,  K riescirebbero  formati  colle  ra- 
dici (/!-+- 1)  et  ime  dei  valori  della  r dati  dalla  equazione 

r"  -+-  ar'1'*-»-  ir*'a-(-  - - - -4-Ar-+-l~o, 

come  gli  a,  b,  - - - h,  k lo  sono  con  questi  medesimi 
semplici  valori  della  r. 

Di  fatto,  ammesso yx—ut  si  hanno =uf+B+l , 

J'Wi— ut+*0M-i)  > ^*+3— Ut+3«W-I)  > " “ ~ y x+n=ut+Hn-H'i  * 
e conseguentemente  debbono  sussistere  insieme  le  due 
equazioni 

-+-  But+n.t  1-  =o, 

Mt+n<n+l>+aut-HiMHn+l>+^u*+(n-2Kn-*-ll+ 

t 

Ma  posto  «f  — r"+I  e però 

« _3_ 

' ‘t+,  = u r"+I , u(+1  , ut+3  u /*•" , 

esse  danno  le  seguenti 

r1^  -+-  A r*^'  B h 1-17 r3”1  -+-  A'=o , 

iJ,4-«rl,‘,4-irH-i t-hr-t-k—o, 

la  prima  delle  quali  contiene  visibilmente  il  radi- 

l 

cale  rrH‘* , come  la  seconda  contiene  la  semplice  r ; 
Tom.  //.  i5 


LEZIONI 


554 

adunque  gli  A,  B,  — - //,  K coefficienti  della  prima 
saranno  formati  colle  radici  (/*— 1—  1 ) esime  dei  valori 
della  r soddisfacenti  la  seconda , come  i coefficienti  di 
questa  cioè  gli  a,  b,  - — h,  k sono  formati  con  questi 
medesimi  semplici  valori  della  r. 

Questo  sarebbe  il  luogo  di  parlare  delle  equazioni 
conseguenti  di  una  , di  due  o più  equazioni  alle  diffe- 
renze fra  più  variabili  funzioni  di  una  medesima , ma 
per  semplicità  parlerò  di  esse,  quando  occorreranno. 

LEZIONE  IV. 

Delle  differenze  e primitive  parziali  delle  funzioni 
a più  variabili  indipendenti  e di  altre  ricerche  ad 
esse  relative. 

48o.  Le  j c,  / rappresentino  due  variabili  indipen- 
denti l’una  dall'altra,  e la  zTi  y o semplicemente  z una 
funzione  qualunque  di  esse.  Cosi , le  o,  6 rappresentino 
due  costanti. 

Le  due  quantità 

Zxcu,  y zx,  y J zjr,  y+6 zx,  y 

si  chiameranno  differenze  finite  parziali  della  funzio- 
ne z , prese,  la  prima  rispetto  alla  x e la  seconda  ri- 
spetto alla/;  e si  indicheranno  coi  simboli  A„z,  Ayz , 

ovvero  colli  A — , A — . Cosi,  le  quantità 

x'  J 

Ar  zr+u,  y z.r,  y > ^Y  zx,  y+t)  ~~  ^y  zx,  y 

chiameransi  differenze  seconde  parziali  della  s prese 
rispetto  alla  x la  prima  ed  alla  / la  seconda;  e si  indi— 
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cheranno  coi  simboli  A’  ; , A’  : ovvero  coi  seguenti 
A»l,  A>~. 

* y 

In  generale,  per  indicare  la  differenza  finita  n csi~ 
ma  parziale  della  z rispetto  alla  x , si  scriverà  AJ  s ov- 
z 

vero  A"  — ; e per  indicare  l’analoga  differenza  della  s 
rispetto  alla y,  scriverassi  Ali  ovvero  A"  — . 

y 

Similmente  la  quantità 

zx,  y+s  *Vr  zr>  y , 

che  è la  diflerenza  rispetto  alla  y della  funzione  A,: 
già  differenza  della  z rispetto  alla  x,  si  scriverà  Av  Ar; 

ossia  A1  ; e la 

*y 

^yzx+o,y~~  ■\’x,y  > 

che  è la  differenza  rispetto  alla  x della  \y  z , serive- 

rassi  A_  A,  s ed  anco  A1  ^ . 

3 xy 

Essendo 

zx,  y-*tì— zx+u,  y+6  zx,  y+0  j e Ar  zx,y^=zxia,  y — zx,y  > 

si  ha 

z 

— S*+W)  y+0  zr,  ytS  sx+u,  y ■+■  sx,  y • 

xy 

Così,  per  essere 

^yzx+u,y — zx+u,  y+fl  zxta,y>  e -^y  zx,  y—zr,y  t ') — *x,  v 

bassi 

z 

— S-r  |-0>  z*+u,y  — zx,  yt-0~+-  zx,  y » 

y* 

e conseguentemente  le  due  differenze  Aa  , Aa  ^ 

xy  Ri- 
sono tra  loro  identiche. 
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Per  semplicità,  sì  l’urm  che  l’altra  di  queste  due 
differenze  si  chiamerà  differenza  seconda  parziale  della  s 
presa  una  volta  rispetto  alla  x ed  un’altra  alla  y. 

Se  della  funzione  z si  prendesse  la  differenza 
ni  esima  rispetto  alla  x e della  risultante  la  differenza 
n esima  palliale  rispetto  alla  y,  avrebbesi  una  quan- 

z 

tità,  lu  quale  si  scriverà  A^  A™z  ovvero  Am441  ^ — n ; e 

xy 

se  della  z si  trovasse  in  vece  la  differenza  n esima  par- 
ziale rispetto  alla  y e di  questa  risultante  la  m esima 
rispetto  alla  x , avrebbesi  una  quantità,  che  scriveras- 

z 

si  AJ  AJ  s ossia  A"14"  "j — 'm . Queste  due  quantità 


A”4"  , A"14-"  > — 'm  sono  identiche : anzi,  presa 

x y j x 

della  funzione  z la  differenza  parziale  di  qualunque  or- 
dine rispetto  alla  x,  della  risultante  la  differenza  par- 
ziale di  qualsivoglia  ordine  rispetto  alla  y,  di  questa 
la  differenza  di  qualunque  ordine  rispetto  alla  x di 
nuovo;  e così  continuando  a prendere  delle  successive 
risultanti  le  differenze  parziali  rispetto  alle  x,  y,  ot- 
tenessi in  fine  una  quantità,  che  sarà  identica  a quella 
, z 

rappresentata  colla  A1"441  ; purché  il  numero  to- 

x jr 

tale  delle  differenze  prese  rispetto  alla  x sia  m,  ed  il 
numero  totale  di  quelle  prese  rispetto  alla  y sia  n. 
Questa  proprietà  si  può  dimostrare  facilmente  me- 
diante la  equazione  identica 

z z 

A1—  =Aa~  , 
xy  yx 

come  si  dimostrò  l’ analoga  per  le  derivate  parziali  nel 
..  . , / à1*  \ / d*z  \ 


s 38  mediante  la  (^)=(, 


dydxj 
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La  quantità  risultante  dalle  differenziazioni  anzi- 

z 

dette  cioè  la  A?  AyZ  ossia  Am+n  — si  cliiamerà  diffe- 

lenza  (m-t-n)  esima  della  z parziale  m volte  rispetto 
alla  x ed  n volte  rispetto  alla  y. 

Le  ricerche  delle  differenze  parziali  delle  funzioni 
individuate  non  presentano  nessuna  difficoltà,  e però  le 
ommetto  interamente:  fo  però  riflettere,  che  nella 
z 

\m+n  — n possono  mancare  m funzioni  della  sola  y 

x y 

ed  n della  sola  x esistenti  nella  funzione  z;  giacché  le 
quantità  funzioni  della  sola  x sono  costanti  rispetto 
alla  y , e quelle  funzioni  della  sola  y il  sono  rispetto 
alla  x. 

48i.  Siccome  ogni  differenziazione  rispetto  alla  x 
porta  l’ aumento  di  un  a alla  x contenuta  nella  fun- 
zione differenziata,  come  ogni  differenziazione  rispetto 
allay  porta  l’aumento  di  un  0 alla  y contenuta  nella 
funzione  medesima , cosi  si  potranno  assumere  le  due 
equazioni  seguenti 

d*  ^y  “r,  y — ^2x-tr nu,  y+ntf  *+*  >u,  y ecc" 

CzT-¥mu,  y+(n-i)S-  ecc"  > 


zr-t-mo,y+n6 — Mz-i-h  SXZ  + P òfz  ■+■  ecc. 

-+■  Q A-,  ; -4—  R Ar  A y z — ecc. 

-+-S  Ay  z -+-  ecc. 

ove  1 e A,  B,  C,  - - - ; M,  N,  Q,  P,  - - - sono  costan- 
ti, anzi  sono  le  medesime  qualunque  funzione  delle 
x,  y sia  la  z. 

- I 

Ponendo  z~Bu  yfi  nella  prima  di  queste  equa- 
zioni, ove  i?,  [i  sono  due  costanti  arbitrarie,  e però 
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t)m(a  — i)"z,  zri.„,u,y+ll0—/9mku''z, 

essa  si  riduce  alia 

(f  — ' )m  (“  — ' )" = A Pm  «* -+-  B (S"”1  n' ■ -+-  ecc. 

, -+-  Cflm  [t*'1  -+-  ecc. , 

la  quale  insegna  ebe,  i coefficienti  A,  B,  C, sono 

i medesimi  di  quelli  delle  quantità  $m  u" , un , 
3"'  uK~' , *•*  nello  sviluppo  del  prodotto  degli  sviluppi 
delle  due  potenze  (0  — i)"1,  (u—if  ; e per  tanto  sarà 

A?  A"  z 

purché,  nello  sviluppo  del  prodotto  degli  sviluppi  delle 
(s'— «)"»  (*/  — *)"  > *'  scrivano  zx+ru,y,  3r,y+a  , 
lr+ru.ju«i in  vece  delle  quantità  (z')r,  s’, , 

~'r  . rs  _ 
z • *f  y - - 

Cosi,  facendo  nella  seconda  delle  medesime  due 
equazioni  assunte 

' £ y 

e però 

^ — i^Sj  Aj  z — w s j Ar  Ay  z — //z  , — — — 
essa  somministra  la  seguente 

|h-ìS)"(,+  «)"  = d/-t-  N$-y-P^-+. ecc. 

-+-  Qn-t-RPii- f-ecc. 

-+- 19  «J  -t-  ecc. , 

dalla  quale  si  apprende  che,  i coefficienti  ,1/,  A’.  (),  P, 

sono  i medesimi  di  quelli,  che  coinpajono  alle  3°,  $ , 

[*•&*, nello  sviluppo  della  quantità  (i (i-t-«)" 

secondo  le  dimensioni  crescenti  delle  fi,  (i.  Quindi  sarà 

wn«,  y+nO  — ( 1 3 Z)m  ( I -4-  A y z)r  , 

purché  nello  sviluppo  totale  si  scrivano  A£  s,  A(  s,  AJ  A^  : 
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io  vece  delle  (Ax  z)r,  (XyZ)’,  (Ax  z)r  (\y  z)'  ; vale  a dire  sarà 

mini — i) 

y+ntl  = Z + m\xZ-l - à%  Z -+■  ecc. 


-+-  n \y  z -+-  m n Ax  Ay  z -+•  ecc. 
nln  — i)  ,, 

_t ! Ai  3-*- ecc. 

a 3 

Onesta  equazione,  come  la  sua  analoga  (5  44®)  e P®1 
stesse  ragioni,  ha  luogo  qualunque  siano  le  quan- 
tità m,  n. 

Facendo  in  essa  x —y — o , e nella  risultante 

OC  Y 

cambiando  la  m in  — , e la  n in  —■  > si  ottiene  la  seguente 
o u 

x x(x — o) 

s»,  y = *u,o ■+■  - Ar  *0,0  -< — — ^ soa»  ■+■  ecc- 

J,  ut 

Ay  3q,o  ■+■  —0  ày  zOi0  -+-  ecc. 

y(y  — 0 ) 

"H  ^y  ~o,o  ecC- 

che  dà  qualunque  valore  della  z,  formato  colla  z0K)  e le 
differenze  parziali  di  questo  medesimo  suo  valore  par- 
ticolare, le  quali  sono 


®1,I  ■"'IlO  ®o,i  — 0,0’  ®o,s  ' ~0, I * ®OfO  > 

48a.  Si  intenda  colla  'Axz  la  differenza  parziale 
m esima  della  * presa  rispetto  alla  x nella  ipotesi , else 
l’aumento  della  X sia  o',  e colla  'AJ  z la  n esima  rispet- 
to alla/,  l’aumento  dellay  essendo  6’. 

Dal  5 45a  risulta  che  può  ammettersi  la  equazione 

'A?  'A”*=:^A™A;*-»-flA?f,A$z-4-ecc. 

CAJ  AJ+‘  z ecc. , 
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ove  A,  B,  C,  - - - sono  costanti.  Ma  supposto 
= =(I  (i  u$  e però 

A?  A $s=gmunz,  'A"  ' Ay zzr(( i 3Y — i )m (( i — * )" 
ove  r=— , ed  s—~q  i la  equazione  medesima  riducesi  alla 
((i-bfl)r — — i ')*zzA3m(i*-*-B3m*',uB-*-ecc. 

-v-  C3m  u*+l  -t-ecc.; 

adunque  sarà 

'A?  'AJ , = ((.-+- A, zY-x )« ((.-ha,  z)*-.)"; 


purché,  dopo  avere  ordinato  il  prodotto  degli  sviluppi 
delle  potenze  ((i-+-Axz)r — i)m,  ((i-t-AyS)'  — i )n  se- 
condo le  dimensioni  crescenti  delle  due  quantità  A xz, 
AjS,  si  cambi  (Axz)m(AyZ)"  in  AJ  AJz,  ed  altrettanto 
facciasi  per  le  altre  quantità  analoghe. 

485.  11  binomio  zT+u,  y4jy — zx>y  si  chiamerà  difle- 
tenza  prima  totale  della  funzione  z , e si  indicherà  con 
A zX|  y : il  A zx+u>  y+s  — A zTi  y chiamerassi  differenza 
seconda  totale,  e si  scriverà  A*zXiy:  altrettanto  si  dica 
per  le  altre  quantità  similmente  formabili. 

Essendo  A xz—zx+0ly — -X| y , Ay  z. — zT) y+e — s*,y» 


e Az  Ay  Z — Zx+U,  y+O  zx+o,  y — zx,  y-yO~*~zx,  y 

ossia  Ax  Ay z ~ zT+o, y+0  — sr, y — Ax  z — AyZ, 
si  ha  Azx,y  = Axz-4-Ayz-t- Ax  AyS 
ed  anco  A zx^y  Axz— t— AyZz^^,^y 

ovvero  A zXj  y — Ay  z -+-  Ax  zX)  J+g . 

484-  Una  quantità , nella  quale  vi  siano  differente  fi- 
nite parziali,  ovvero  vi  siano  quantità  contenenti  tali 
differenze,  per  esempio  la  *x+mo.j+nO>  s>  dirà  funzione 
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alle  differenze  finite  parziali , e di  quell’ordine  stesso 
delle  differenze  del  maggior  ordine  contenute  in  esso. 
Così,  una  equazione  nella  quale  vi  siano  esplicitamente 
differenze  parziali,  diressi  equazione  alle  differenze  finite 
parziali;  e particolarmente  si  diràdei  primo  ordine,  del 
secondo  ordine,  - - - se  le  differenze  del  maggior  ordine 

esistenti  in  essa  saranno  le  prime,  le  seconde, . 

Da  una  equazione  fra  tre  variabili  e due  costanti 
arbitrarie  si  può  desumerne  una  equivalente  alle  diffe- 
renze finite  parziali  del  primo  ordine,  la  quale  non  con- 
tenga le  due  costanti. 

La  equazione  sia  F(x,y,z,a,b)^o,  ove  le  a,  h 
esprimono  le  costanti.  Insieme  u questa  equazione  sus- 
sisteranno le  due  seguenti 

F(x o,y,  zx+Ut y,  a,  b)= o,  F(x,y-t-0,  zX) y+e , a,  b)=.a 
sue  conscguenti  parziali  del  primo  ordine. 

Combinando  queste  due  alla  proposta  talmente  da 
eliminare  le  a,  b,  avrassi  una  equazione  della  forma 

/(*.  y.  zi,y>  ~jr+u,  y > zx,  y+#  ) — °i 

che  è alle  differenze  parziali  del  primo  ordine,  ed  è equi- 
valente alla  data,  giacché  è una  sua  conseguenza. 

In  generale  da  una  data  equazione  fra  tre  variabili 
si  potrà  sempre  desumerne  una  equivalente  alle  diffe- 
renze parziali  dell’ordine  n esimo,  che  non  contenga 

^ — i costanti  anco  arbitrarie  esistenti  nella  data, 

a 

Abbiasi  ora  la  equazione 

F (^»r>  *>  <P  (pi)  = o 

ove  la  <f{p)  esprime  una  funzione  della  px,y'-  con  essa 
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sussisteranno  ie  sue  due  conseguenti  parziali  del  primo 
ordine,  die  sono 

F(x-i-0,y, 

F(x,y-*-d,  zXty,g,  ip(priy+g))z=  o 

le  quali  insegnano,  contenendo  le  quantità  <p(px+Uly), 
<p{px, y+o)  >n  generale  differenti l’una  dall’altra,  che  non 
si  può  trovare  una  equazione  alle  differenze  finite  par- 
ziali, la  quale  non  contenga  nè  <p(p),  nè  le  <p(px+l Jl7), 
<p(pXly ,«),  e sia  equivalente  od  almeno  conseguenza 
della  data;  però,  se  fosse  pT+o, y eguale  alla  pT,y+e  °d 
anco  ad  una  funzione  qualunque  delle  pXty,  px,y+0  » nae- 
diante  le  due  prime  conseguenti  esposte,  si  potrebbe 
evidentemente  trovare  una  equazione  fra  le  x,  y,  z, 
sx+«,y>  zx,y+o  ('>°è  alle  differenze  parziali  del  primo  or- 
dine ed  equivalente  alla  data. 

Similmente  si  dimostra  che  non  si  può  trovare  in 
generale  una  equazione  alle  differenze  parziali  del  se- 
condo ordine,  la  quale  equivalga  ad  una  fra  le  semplici 
variabili  e due  funzioni  arbitrarie  di  funzioni  di  due 
variabili,  c che  non  contenga  le  medesime  due  fuuzioni 
arbitrarie. 

s 

485.  Avendosi  à"'+"  — 1(  — nX)y , la  funzione  aXjy  si 

x y 

chiamerà  primitiva  (m+u|  esima  parziale  della  uXly, 
presa , m volte  rispetto  alla  x ed  n volte  rispetto  al- 
la^; ed  in  generale  si  indicherà  questa  proprietà  delle 
zXjy,  uXiy  scrivendo 

u 

z - zr  £!  u ovvero  z,  - — Zm+n  . 

*v  T J y,n 

Se  nella  primitiva  zx,y  v*  saranno  m funzioni  ar- 
bitrarie della  x ed  n funzioni  arbitrarie  della  y,  le 
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quali  non  vi  siano  nella  u,  si  chiamerà  essa  primitiva 
{m  -+-  n)  esima  completa  ; altrimenti  chiamerassi  primi- 
tiva particolare. 

Così,  se  si  avesse  rx>y  = A" sXiy,  la  si  chia- 
merebbe primitiva  rn  esima  totale  della  rT  y \ e si  indi- 
cherebbe, scrivendo  sXty~Z"  rXiy-,  e si  chiamerà  com- 
pleta, se  in  essa  vi  saranno  rn  quantità  non  esistenti 
nella  r,  le  quali  non  variino,  cambiando  in  esse  lo  x 
in  x-*-«  e simultaneamente  lay  in  -+-d,  come  sono 
le  quantità  costanti  effettivamente  e quelle  formate  col 
binomio  oy-Ox-  altrimenti  si  dirà  primitiva  particolare. 

Anco  le  determinazioni  delle  primitive  parziali  e 
delle  totali  non  presentano  che  difficoltà  affatto  analo- 
ghe a quelle,  che  si  incontrano  nelle  ricerche  delle 
primitive  ordinarie  contemplate  nell'  ultima  seconda 
lezione  esposta  ; e però  non  mi  vi  trattengo. 

486.  Abbiasi  la  serie 


*0,0  > 

* 

“ ZXf09  “ — — 

*0  fi' 

~<j,6  ! 

> 

” ~x,0  , ~ ~ ~ 

Zo,tO  > 

) 

zx,i6 » 

zmuttd 

zo,y  > 

zo,y  > 

zsu,y  9 

“ zx,y  > " 

zmu,y 

zo,nO> 

ZL>,rtO  9 

zto,nO  f 

“ • • Zt,*0  » " " “ 

zmo,nd  > 

la  quale  si  chiama  doppia-,  ed  il  suo  termine  generale 

è *x,y 

Si  chiami  SXtJ  la  somma  di  quella  parte  di  questa 
serie,  che  ha  per  ultimo  termine  zx.Uty.o , e suppongasi 

zo,y  + + *»«,,  -+ zx-o,y  = • *y  > e Frò 

S0  SV  Sl0  * = STly  • 
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Essendo  zr<^=Aat  ed  s—\yS,  si  ha  zr<yZz\TXtSJ.j  ; 
ed  anco , per  essere 

s—lTz  ed  S~lys  bassi  S zz. 2y 2X  zXt  y . 

Così,  la  somma  di  tutti  i termini  della  serie  sarà  la 
primitiva  seconda  parziale  o duplicata  2yZxz  ossia 

2*^  estesa,  quella  rispetto  alla  x dalla  x~o  alla 

x~(m-*~  1)0  e quella  rispetto  alla  y dalla  y~ o alla 
y=r(u-4-  i)0. 

Se  la  serie  fosse 

W j * " " *jr,y  i " ZniUìtn0  . 

ragionando  come  al  § 4^9  > **  troverebbe  la  somma  di 
essa  eguale  al  valore  corrispondente  alle  x=(m-f-i)o, 
y — (m-t-i)0  di  quella  primitiva  totale  della  funzione 
zXty,  che  si  annullasse,  facendo  in  essa  entrambe  le 
x,  y nulle. 

487.  Per  le  funzioni  a due  variabili  indipendenti  si 
può  fare  una  ricerca  analoga  a quella  fatta  nel  $ 47° 
per  quelle  ad  una  sola,  cioè  si  può  trovare,  ed  inte- 
ressa, una  funzione  sT,y»  che  abbia  per  valori  cor- 
rispondenti 

alla  y—  o ed  ar~o,  o,  20, //io  ordinatamente 

A,  A',  A'r, Am); 

alla  y — 6 ed  x~o,  0,  20,  — - mo  ordinatamente 
AX,A\,A';,---A^-, 

alla  y — ad  ed  x~o,  o,  20,  - - - mu  ordinatamente 

At,A't,AV,---A'r-, 
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Le  quantità  A,  che  sono  date,  si  rappresentino  or- 
dinatamente coi  simboli 

“O>0  » *0,0  > *10,0  > - “ “ *1110,0  ’ 

*o,W  > *0,0  ) *io,0>  "*-”*mo,0S  *0,10  > *o,i0>  “ “ ”» 

e si  determinino  tutte  quelle  fra  le  differenze 

Arz(w>>  *0,0  ' •^x*o,o>  AjZ0,o,  AyZ0|0,  - - -, 

che  riescano  formate  con  valori  dati  della  zXi  y ; e si 
avrà  (§  479) 

_ x x{x  — o) 

20*  z°*°  ecc* 


y 

z°'°  uff  *^y  "0,0  *+■ ecc* 

~K.  z°'°  ecc~  > 

avuto  riguardo  di  troncare  la  serie  costituente  il  se- 
condo membro , dove  compajono  differenze  della  z0t0 , 
che  riescono  formati  con  valori  della  zXt  y non  dati. 
Evidentemente  quest’ultima  equivale  alla  seguente 

Zx,y  — P ~*~—^*P~* ^ Ai P-f-ecc. , dove 


P — *0,0  0 *o,o  ■+■  ^ a0,  -^5  *o,o  ■+■ ecc- 

488.  Troviamo  anco  quella  funzione  z delle  x,y,  i 

cui  valori  corrispondenti  alla  x~a,  a’,  a", «<"•>  ; 

a,,  a[,  a'(,  ---  «<"'>;  a,,  a',  a'', 

an>  «ì,  a'n>  - - - a{m  ed  ordinatamente  alla 


-Jfr— Q A.. 


• (l 


y = b,  b' , - - - *<“■>;  , 4{,  *'/,  - . . bp»; 

b”,  b'm,  b>%',  - - - bjrU 
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siano  rispettivamente  gli 

A , A',  A",  - - - A «• ; A,,  A[,  A[' , ; 

At,A[,  A': Af An,  A'n,  AH ,—AÌ”^ . 


Siano  xttU,  Xt.a  ta^‘  funz‘on‘  di  due  nuove  va- 
riabili t,  u,  i cui  valori  corrispondenti  alla  izz  o, 

1,2, m ed  alla  u~o;  uz=t  ; uzza;  - - - u~n 

siano  ordinatamente  gli  a,  b dati;  e la  zXiy  diverrà 
zx  > y cioè  funzione  anch’essa  delle  t,  u. 

t,a  t,u 

Per  l’esposto  nel  paragrafo  antecedente  si  avranno 


A(  a 


, *(<—») 

a 


A}  a ecc. 


u A„a  -f-  t u A,  A,  a -4-  ecc. 

* u(u  1 ) a»  g -4-  ecc. , 


r=à-4-*A,à-4-^ — A{  b- 


ecc. 


u Ab  & <uA,A,J  + ecc. 

u(« — i)  .. , 

-4-  — Aj6-+-ecc. , 

a 

z — /f -4-sA./f -4-^^^  AJ/#-4-  ecc. 
a 

-4- u Aa/^  -+- 1 u At  A„  A -4-  ecc. 

-4-  u(u~~1}  A*  A-\~  ecc. , 

a 

ove  le  a,  A,  ^ sono  per  semplicità  poste  in  vece  delle 


^0*0  > Jo.o  > ^0,0  • 

I secondi  membri  di  queste  tre  equazioni,  valori, 
delle  x,  y,  z,  si  troncheranno,  quando  compariranno 
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differenze  delle  a,  b , A formate  con  valori  delle 

•Zt.u’J't.u’  sr  , y »on  .‘lati. 

Il  u l>u 

Un  qualunque  valore  della  z corrispondente  a due 
dati  valori  delle  t,  u sarà , o tale  potrà  tenersi , corri- 
spondente a quelli  delle  x,  y corrispondenti  ai  mede- 
simi dati  delle  t,  u.  Per  esempio,  col  fare  1—2,  ed  u—i 
si  lia  z~A\'  ed  x — a',',  y~b[' . 

Eliminando  le  t,  u dalle  medesime  tre  equazioni 
esposte,  avrassi  una  equazione  tra  le  z,  x, y,  la  quale 
somministrerà  l’ effettivo  valore  della  z formata 
colle  x,  y. 

489.  Potrei  qui  esporre  per  la  sTiy , ricliiesta  nel  pa- 
ragrafo antecedente,  una  funzione  della  forma 

F -*-y  f\ -+-y*  1 -y"Fn, 

ove  le  F,  , Ft,  — - Fn  esprimono  funzioni  della 
sola  x algebraiche  razionali  intere  dei  gradi  rispettiva- 
mente m,  m',  m", min>  ; ma  riescendo  essa  assai 

complicata,  mi  limiterò  al  caso,  che  occorre  molte 
volte  nella  pratica,  pel  quale  si  hanno 

* — //m>;  *,  = *{=:*{'=  — = 


cioè  che  i valori  della  y siano  i soli  n -+■  1 seguenti 

ò,  òj>  ò.» b„- 

Col  simbolo  f]  intendasi  quella  frazione , che  ha 
per  numeratore  il  prodotto  di  tutti  i binotnj  x — a,  , 

1 <j>> 

x — ai,  x — a'/ , - - - x — a;w  ' eccettuato  però 
l’x — a'/’;  e per  denominatore  il  valore  di  questo  me- 
desimo prodotto  corrispondente  alla  xzzuifK  Così,  col 
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gSa  intendasi  qnell’altra  frazione  avente  per  numeratore 
il  prodotto  dei  binomj  y — b,  y — b, , y — bt , - - - y — bm 
eccettualo  Yy — ba , e per  denominatore  il  valore  di 
questo  prodotto  corrispondente  alla  y—ba. 

Dal  5 47^  risultano  evidentemente 

5* , fa  = A fs  - A' fi  -+-  A" f»  H H-  Aim>Jìm , 

t,,  „-A,fC  W{  fi  +d»f»  -h ■+■  A*'#» , 

=^yìWi/;wi'/»-4 -ì-aÌ^'W^ 

n 

ed  anco 

sr,y  —<Po‘zx,b~+~<P>  ’ z*>  b zx,  b <fn  • **,)>  > 

I « n 

quindi  il  richiesto  valore  della  t(|  y si  avrà  col  porre 
in  quest’  ultima  espressione  di  essa  in  luogo  delle 
~r,6>  ~x,  b > zx,b  * rispettivi  loro  valori  pure 

l n 

qui  esposti. 

Ciò  die  ho  detto  delle  funzioni  a due  variabili 
indipendenti  si  può  estendere  facilmente  a quelle  a tre 
o più  variabili  indipendenti , e però  credo  di  non  oc- 
cuparmi di  esse. 


LEZIONE  V. 

Delle  primitive  delle  equazioni  alle  differenze  finite 
ordinarie  del  primo  ordine. 

4go.  Una  equazione  tra  le  x,  yx  , la  quale  si  possa 
combinare  colla  sua  conseguente  prima  talmente  da 
ottenerne  una  alle  differenze  del  primo  ordine,  si  chia- 
ma primitiva  od  integrale  di  questa  : una  equazione  tra 
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le  x,  yx  la  quale  si  possa  combinare  colle  sue  conse- 
guenti prima  e seconda,  od  almeno  colla  seconda,  tal- 
mente di  ottenere  una  data  equazione  alle  differenze 
finite  del  second’ ordine,  chiamasi  primitiva  od  inte- 
grale del  second’  ordine  di  questa  medesima.  In  genera- 
le, una  data  equazione  tra  le  quantità  x,  yx,  yx+u  , 
y^+tu  > - - “«Ta+oi-irou»  la  cui  conseguente  m esima 
si  possa  combinare  colla  data  medesima,  e colle  consc- 
guenti prima , seconda , - - - (m — 1)  esima , se  occor- 
rono, in  modo  di  ottenerne  una  alle  differenze  finite 
dell’ oixl ine  n esimo , si  chiamerà  primitiva  od  inte- 
grale dell’ordine  m esimo  di  questa  medesima  risultante 
alle  differenze  dell’ordine  n esimo. 

Una  equazione  primitiva  di  qualsivoglia  ordine  si 
dice  completa , se  in  essa  vi  siano  tante  costanti  arbi- 
trarie, quanto  è l’ordine  di  essa:  e dicesi  primitiva  par- 
ticolare , quando  si  possa  desumere  dalla  completa  col 
dare  a costanti  arbitrarie  valori  individuati  ; e si  dice 
primitiva  singolare,  quando  non  abbia  nò  l’una  nè 
l’altra  di  queste  due  proprietà. 

Siccome  le  primitive  più  interessanti  sono  di  equa- 
zioni alle  differenze  finite  del  primo  ordine,  così  parle- 
remo di  esse  specialmente,  e poscia  parleremo  comples- 
sivamente di  quelle  di  equazioni  di  un  ordine  qualun- 
que, avendo  sempre  di  mira  le  primitive  complete,  e 
che  o sia  l’ unita , qualora  non  si  dichiari  diverso , sic- 
come si  supporrà  nella  lezione  VII. 

491.  Comincio  a trovare  la  primitiva  della  equa- 
zione lineare  yx+,  — as  = o : essa  dà 

^°S  jra+l  — \og.ytl=\og.ax  ossia  àlog.yx=:log.a,, 

e però  sarà  log.^jjZr  1 log .ax-*-A , 

Tom.  II.  ?4 
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dove  2 log. ir,  esprime  una  primitiva  particolare  della 
funzione  log.flx , e la  A una  costante  arbitraria. 

Alla  equazione  qui  trovata,  che  è la  primitiva  ri- 
chiesta, si  può  dare  la  forma 

yx=Be21°6  '<*  ed  anco  y-g—Ba^  atat  a0, 

per  essere  ($  463)  1 log.  ax=log.  a*.,  «*., a%  at  a0: 

la  B,  posta  per  semplicità  in  vece  di  , è aneli’ essa 
una  costante  arbitraria. 

Quando  la  a sia  costante,  si  ha  Slog.nx— xlog.n 
ossia  «log.rtxrzlog.rtr,  e però  yx  — B ax,  per  primitiva 
completa  della  equazione yx^  — ayx~o. 

Passo  a trovare  la  primitiva  della 

Jx+i  — axy*  — bj, , 

formola  generale  delle  equazioni  lineari  del  primo 
ordine. 

Suppongasi  yx  — tx  ux , ove  le  t,  u esprimono  due 
funzioni  incognite  della  x ; e si  avrà 

ovvero  (fxhl  -atx)ux+tx+l ±uT=t>x . 

Si  disponga  della  tx  talmente  di  annullare  il  eoe  (fi- 
dente della  ux;  e si  avranno  le  due  equazioni 

tjr+i  — o,  tx+i  nx  — 1>X , 

le  quali  danno  tx  — /fesioso*  , «j—C-i-i  — , ove 

lX+l 

B,  C esprimono  due  costanti  arbitrarie,  e le  due  primi- 
tive 2log.ax , 2 — indicate  sono  particolari. 

*ar+l 

Essendo  fx=Be*laf  “*  , si  ha  /„,  =axBe1'ng-a* , 
e però  ux—C-t--^Z-^-e~i°t'ax.  Quindi,  per  essere 
yx—txiix,  avrassi 
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yx  — B eS  ' **  ^ C jf  Z ^ e s l0«-  ), 

cioè  la  primitiva  completi»  richiesta  sarà 

tyx  = e2 108-  + e'1  lo?' a*^, 

dove  D , posta  in  vece  di  BC,  esprime  una  costante 
arbitraria. 

Se  la  a fosse  costante,  per  essere  in  tal  caso 
e" lo®’  °x  ~nx , avrebbesi 


e se  anco  b fosse  costante,  sarebbe  2 b a~x  — a~x  ; 

(* — «) 


e però  la  primitiva  della  equazione  lineare  a coefficienti 
costanti , cioè  della 

/*+!-«/»=*  «»rà  yx~Dax- 

E se  di  più  fosse  a=i , la  equazione  alle  differenze  sa- 
rebbe yx+l — yx  — b ossia  \yx~b-,  la  cui  primitiva 
completa  è yx—  bx  -+-  D. 

4qa.  Ora  troviamo  la  primitiva  della  equazione  non 
lineai'e 

yx  yx+i  — ax  y*n  — hx  yx  -+-  =0> 


la  quale  occorre  in  molte  ricerche  sì  geometriche  che 
meccaniche. 

Comincio  a mostrare,  come  si  possa  trovarne  fa- 
cilmente la  primitiva  completa,  «piando  si  conosca 
una  sua  primitiva  particolare. 

La  conosciuta  primitiva  particolare,  sciolta  ri- 
spetto alla y , dia yx~px. 


Suppongasi  in  generale  yx—px- f- 


— , ove  la  z 
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esprime  una  nuova  funzione  della  x;  e si  avrà  l’equazione 

(/’*  + ~) [p*+i  + ~-)-a*(px+i * ~)~bx[px  + ^-)+Cx=o, 
zr  ' zx+v  ' zx+t'  ' zx’ 

la  quale,  per  essere  pxpx+t—axpx+l—blepx-¥-cx  nullo, 

equivale  alla  seguente 


Px  — a* 

l'x—Px+i 


*x  h- 


Px+ 


di  cui  sappiamo  trovare  la  primitiva  completa , per  es- 
sere lineare  e del  primo  ordine. 

Sostituendo  il  valore  della  z,  desunto  dalla  primi- 
tiva completa  di  quest’ultima  equazione  ottenuta,  nella 

supposta  yx—px-*-~ , si  avrà  evidentemente  la  pri- 


mitiva completa  della  proposta. 

Per  fare  un  esempio  : le  a,  b,  c siano  costanti. 
In  questo  caso,  la  equazione  proposta  è soddisfatta 
tanto  da  yx~m,  quanto  da  yxzz.n-,  purché  le  ni,  n 
costanti  siano  le  radici  della  equazione  di  secondo 
grado y s — (a-\~  b)  y -+-c~o,  cioè  sia 


m — l-  (a  -+-  b)  -+-  [/  (a  -4-7;)*  — rj , 
ed  n—'-(a-*-b)—  J/ (I 

Ammesso  ]>x~m,  e però  yx~m- , la  equa- 


zione in  z,  lineale  si  riduce  z_ 


m — a 
b — m ' 


b — m 


la  quale  somministra  (§  4gi) 

nlm — a\x . 1 — a\x  i 

, I + — ; ossia  z-~  DI + 

\b—ml  a\b — im.  * \ n — a)  n — m 

per  essere  a-*-b—m-\-n. 

Sostituendo  questo  valore  della  s nella  equazione 
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-,  e fatte  alcune  riduzioni,  e chiamata  k la 
costante  (n  — mD),  si  ha 

yx-=.(m(m — a)xk-\-n(n — eif'j  : ((m—n'fk-i~(n — o}*). 
Se  si  fosse  ammesso  p~n,  e però  yx~n-y-  — , si 

zx 

.sarebbe  trovato  egualmente 

yx=(m[m — àf  k-*-n(n — af}  : (\m— fi)*). 
Concludiamo  per  tanto,  che  la  equazione 

y*  Xx+i  ~ ayx ,M  — byx  -+-  c = o , 
quando  et,  b,  c siano  costanti , ha  per  primitiva  com- 
pleta in  generale  la  seguente 

k(m  — nf  m -+-  (ri  — af  ri 

•>'z~  k(rn  — af-t-(n—a)x  ' 

Ho  detto  in  generale,  perchè  se  fosse  m — n ossia 
{a-y-bf  — l\c , la  primitiva  qui  trovata,  ridurrebbesi 
evidentemente  alla  particolare  jrT  — m.  In  questo  caso 
però,  la  equazione  in  zx  risulta 

2 2JJ 

zx+l  — zx—-^-—a  > 1“  tIuak  Zx~  l, a ^ ’ c'°^ 


( b — a)  A +3i 

zx  — r — > 

b — a 

ove  A esprime  una  costante  arbitraria;  e però  la  pri- 
mitiva richiesta  sarà 

a-y-b  b — a 

yx—  ~ 


3XH -(b  — a)  A 

n-y-b  i b — a 
yx———  + 


, la  quale  riducesi 


3 D’ 


posto  i(£>  — a)A~D , 

Prima  di  abbandonare  queste  primitive  esporrò 
alcuni  casi  di  esse. 


3-4 
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Se  a — o,  in  generale  la  primitiva  risulta 


yx- 


kmx+t  -+-  nx+l 


k mz  -4-  nx  ’ 
e pel  caso  di  m = n ossia  di  b*  — ^ c risulta 

b 27-4-  x -4-  i 

^ x a D-t-x 

Cosi,  se  fosse  z ero  il  b,  e però  m -+-n~a,  avreb- 

...  , h m”  -4-  nx 

liesi  in  generale  yx  = mn—— — 

mx+l  -t-  nT+l 

dove  h è posta  in  vece  di  e pel  caso  particolare 

anzidetto  si  ha  yx=-  — i . 

* a 77  -4-  x 

Se  poi  fosse  zero  il  c,  avrebliesi  n~o  ed  mz=ut-\-b, 
e conseguentemente  la  primitiva  completa  sarchile 
(a  + b)bx 

**—  bx-+-U(—af' 

ove  la  II  esprime  la  costante  arbitraria. 

In  questo  medesimo  caso  però  la  proposta  equa- 
zione riducendosi  yx  yx+l  ■ — oyx+t  — byx  — o ossia 


a i 
b'~ 


■*  = °’ 


yx+i  & yx 

dà  immediatamente  ($  491) 

— — 7?f— -Y-+-— i— cioè  y — 

yx~  \ bj^a+o c,oè  **—p+ui—irrt 

ove  YH  è posta  in  vece  di  (a-t-ò)77. 

Se  c sarà  costante  e bT = — ax,  la  proposta  equa- 
zione si  ridurrà 

yx  y*+i — «x  y*+,  -+-  yx  c = o , 

la  quale  ò soddisfatta  dajrx— |/—  c;  e però  la  sua 
primitiva  completa  dipenderà  da  quella  della  seguente 
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Zx+‘  ax+[/-c  Z*  ax-+-[/—c  — ° ’ 
cbe  è aneli’ essa  un  caso  particolare  di  quella  contem- 
plata nel  paragrafo  antecedente. 

Troviamo  ore  la  primitiva  completa  della  pro- 
posta medesima 

y'x  jrx+i~  ai/*+i — yx~*~cx—o, 
qualunque  siano  ax , bx , cx . 

Essa  dà  yx+i  — bx- 1 ^ * — , ove  Ax  è posta 


ax 

— f»;  e pei 

ax-i  x- 1 

^ x~\ 

1 "+“ 

A . 

I . 

° — «0-+-ro’ 

cioè,  posto  bx  — ax+l~Bx , ovrassi  colle  successive  so- 
stituzioni 


yx  — ax-+-Bx.x- 


n . ^x-.l 

"x-3h ; 


ove  la  y0  esprime  una  costante  arbitraria. 
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Se  le  ax,  bx,  cx  riducessero  costanti  i hinomj 
nxbx — cx,  e bx — ax+l , avrebbesi  per  primitiva  com- 
j lieta  richiesta  la 

jrrn,+/ÌH 


B- 


/?-+- 


B+ 


In  questo  caso  però,  si  può  avere  la  primitiva  sotto  for- 
ma meno  complicata. 

Di  fatto,  le  equazioni  axbx — cx~A,  bx — ax+l~B 
danno  bx=.ax+l  -f - B , c cx=  ax(ax+l  -*-B)—A,  per 
cui  la  proposta  si  riduce 

3'*y *+!  i — A~o 

cioè  (yx— ax)  (yx+l  —ax+l)  — B [yx  — ax)  — A = o , 
la  quale  contiene^,— am , come  la  uxux+x—Bux—A—o 
contiene  la  ux . Ma  questa  ha  per  primitiva  completa , 
come  risulta  dal  già  esposto  al  principio  di  questo 
paragrafo , 


km1 


ove  m—^-B-+-\/(^B'-4-A}  , ed  n~ '-B— ; 
adunque  l’attuale  primitiva  richiesta  sarà 

-Tn?-*-r*  055,8 


km*-+- 1 


Cosi,  se  risultassero  axbx  — cK,  bx  — ax+l  ossia 
le  Ax,  Bx  tali,  che  fosse  Ax  — hBxBx.l,  ove  la  h 
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esprime  una  costante,  la  regola  generale  darebbe  per 
primitiva 

„ / h 

— H -h 

' + h 


Questa  pure  si  può  ottenere  sotto  forma  assai  più 
semplice. 

Suppongasi  yx~ax-+-  Bx„t  ux , dove  la  u espri- 
me una  nuova  funzione  incognita  della  x,  e la  equa- 
zione proposta  ridurrassi  alla 

Br  Bx^l  itx  ux+t  (bx  o*4.j)  B*-i  u* — ox  bx-*-cx— o, 

, nX+l 

ossia  uxux+l — ux — A=o,  ebe  dà  ux= — - — — , 

kmx-+-nx 

ovem=i-Hl/(i-f-/.),'ed  « V(\  + h)  5 

e per  tanto  la  primitiva  richiesta  sarà 

jrx—a0  + Bx.,  F— 5-. 

Non  considero  i casi,  ebe  le  m,n  siano  tra  loro  eguali, 
perché  riescono  facili. 

Mediante  l’esposto  in  questo  paragrafo  si  può 
trovate  quell’angolo,  che  esprime  esso  solo  la  primi- 
tiva della  funzione  Ang. tang. ax.  Di  fatto,  supposto 
2 Ang.tang.  ax~ux,  si  ha  «x  — tang.(ux+[ — ux)  ossia 
l’ equazione 

a,  =r  (tang.  — tang  ux)  : (i  -+-tang  uXM  tang.  ux), 
la  quale  equivale  alla  seguente 
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tang.  nx  tang.  ux+I tang.  Hx+l-t-— tang.wx-+-  i =o; 

ax  ax 

e per  tanto  sarà  tang.i/r— aT , ove  l’«x  esprima  quel  va- 
lore della  yr  trovato  al  principio  del  paragrafo,  e cor- 
rispondente ad  s! T — — i —,  e /?,  — 1 — . 

1 ax  «x  "x+i 

Quindi  avrnssi  ux  ossia  lAng.tang.  ax-=L  Ang.tang.  ecx. 

Il  valore  di  questa  tang.  ux  ossia  della  funzione  ax 
si  può  anco  conseguire  in  quest’  altra  maniera. 
Evidentemente  la  equazione 

tang.  ux  tang.  i/x+I tang.  u,*,  -+-  — tang.  ux  -+-  i =o 

nx  ax 

è soddisfatta  da  tang.  ux—\/ — i;  per  cui,  supposto 
tang.  ux  ~ y — i — — , si  ottiene  la  equazione 


— «x  V~l 


= o, 


i-t-nxJ/ — I * i-+-ox|/ — i 

la  quale  darà  quel  valore  della  zx,  che  renderà 

— i — - la  ax  ossia  la  tang.  ux  suddetta. 

4q3.  Egli  è evidente,  che,  colle  regole  sino  ad  ora 
esposte,  si  potranno  avere  anco  le  primitive  delle  due 
equazioni  seguenti 


0(x-t-i,  jrx+1)— yx)  — bx, 

<p{*>fx)  ■ $•*■+  « >Xx+iì—nx  (f(r+i,yx^x)—b^{x,yt)*c^=zo, 
le  quali  contengono  la  funzione  <p(x,  yx),  come  le  trat- 
tate contengono  la  semplice^,;  e queste  primitive  sa- 
ranno quelle  equazioni , che  si  avranno , ponendo  nelle 
trovate  in  vece  della yr  la  funzione  <p(x,yr).  Anzi,  ana- 
logamente potransi  avere  le  primitive  di  tutte  quelle 
equazioni,  che  conterranno  una  funzione  delle  x,yx, 
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come  quelle,  che  si  tratterranno  nel  seguito , conter- 
ranno la  yx , di  qualunque  ordine  esse  siano. 

4<)4-  Talvolta  si  incontrano  equazioni  alle  differenze 
finite  riducibili  alla  forma  f(p,q)  — o,  ove  la  / signifi- 
ca una  qualsivoglia  funzione  di  due  quantità  p,  q,  le 
quali  sono  due  funzioni  delle  x,yx,yT +l  ovvero  delle 
x.y,  \y,  tali,  che  ammesse  le  due  equazioni p—rt,  q—b, 
dove  a,  b esprìmono  di. e costanti,  ed  eliminata  da  esse 
laj'j.+j  o la  ly,  ne  somministrano  una  F(x,yx,a, b)~o, 
clic  soddisfa  tanto  F una  che  l’altra  delle  medesime 


p = a,  q — b. 

In  questi  casi,  la  equazione  risultante  dalla  anzi- 
detto eliminazione,  cioè  la  F(x,  y,  a,  i)  = o,  sarà  evi- 
dentemente primitiva  completa  della  proposta  o della 
sua  equivalente  f(p,  q)  — o;  purché  si  ammetta,  tra  le 
costanti  a,  b,  la  relazione  f(a,  b)  — o. 

Quando  le  p,q  saranno  i valori  di  due  costanti, 
desunti  da  una  equazione  tra  esse  e le  x,y,  combinata 
colla  sua  prima  conscguente,  esse  p,  q avranno  la  pro- 
prietà qui  dichiarata. 

Per  fare  un  esempio  di  questo  metodo,  abbiasi  la 
equazione 


Ammesse  le  due  — ' — — ss  a,  -X  ^ y—  b,  ed 

1 -t-  3 x 1 +jz 

eliminando  da  esse  la  Sy,  si  ha  la  y — ax3-*~b  — o; 


e questa  riduce  appunto 


1-flX 


alla  costante  a,  ed 


x*±y 


-y  alla  b\  e 


le  differenze  avrà  per 


però  l’attuale  equazione  al- 
primitiva  completa  la  stessa 


lezioni 


38o 

- a x°-i-  h — o;  purché  si  ritenga  tra  le  costanti  o,  b 
la  relazione  f(a,b)~ o.  Dimodoché,  se  questa  equazio- 
ne classe  b~ii(a),  cioè  la  equazione  alle  differenze 

x*A  y ( i/  \ 

* y — u I — I,  ove  u 

14-21  \I  -f-  IX J 

\r 


fosse 


funzione  qualunque  della  quantità  — 
mitiva  completa  sarebbe 


■ ix 


esprime  una 
, la  sua  pri— 


y — n - u(a)~o, 
dove  a esprime  la  costante  arbitraria. 

4q5.  Se  la  funzione  f(x,y,  A y)  fosse  una  differenza 
finita  esatta,  la  primitiva  completa  della  equazione 
f(x,y,  ly'fxio  sarebbe  evidentemente  l/(x,y,  \y)~/1, 
ove  A esprime  una  costante  arbitraria. 

Vediamo  qual  proprietà  debba  avere  una  funzione 
X (x,  y),  perchè  la  equazione  X(x,y)  f(x,y,\y)~a 
riesca  differenza  esalta,  onde  si  possa,  col  piesente  me- 
todo, trovare  la  primitiva  completa  della  equazione 
f(x,y,±y)  = o. 

Pel  5 469,  dovrà  essere  identica  la  equazione 

*V)  •/-+-  V'M  - A ( V'(A  j))*-. =0, 

la  quale  visibilmente  ridueesi  alla 

(ri^ìxu  -/VU  ) -f^y)Xx=o. 

Dimodocliè,  se  il  rapporto/'fAj) : (/'(A jW,— / V)*+, )» 
o quello  che  avrassi,  ponendo  in  questo  per  Ay  il  suo 
valore  desunto  dalla  equazione  f(x,  y,  A^-)  zr  o,  sarà 
costante  o funzione  della  sola  x,  mediante  l'esposto  nel 
§ 491  s>  potrà  scoprire  la  X funzione  della  x,  che  ren- 
derà la  equazione  Xfzx.  o una  differenza  esatta , e con 
ciò  avere  la  primitiva  della  f(x,y,ky)~o. 
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Esempio.  Abbiasi  la  equazione 
J'x+i— cioè  sia/—  Ay— (0,-1  )y,—l>r: 
Bari/,(y)=  *—  «*>  ed/(Aj)=:  i,  e però 

/WL  : (/(AjU,  -/(jU,  ) = -i-; 

•P4*I 

e la  equazione  tra  lx  e Xx+,  si  sidurrà 

2.*+, — lx~o,  la  quale  dà  X~A e'“ °X+I  ; 

ax+i 

A costante.  Questo  valore  della  X rende  l’ attuale  pro- 
dotto X /differenza  esatta.  Di  fatto,  esso  risulta 

A A j e'2  lo6- a*  — Abx  e‘£  lug'  °*+>  ; 
e però  sarà 

y,e'2l°e  °»  — lbxciloga*+'=D,  ossia 

<yx  = e£l08  °*  (z?-+-Z^e'£loea*  y, 

come  si  è trovato  altrimenti  (§  4gi). 

4g6.  Se  una  equazione  alle  differenze  finite  del  pri- 
mo ordine  La  una  primitiva  completa,  che  dia  più 
valori  differenti  per  la  costante  arbitraria,  essa  avrà 
altre  primitive  complete,  vale  a dire  avrà  altre  primi- 
tive contenenti  ciascuna  una  costante  arbitraria. 

La  equazione  alle  differenze  sia f(x,yx,yx+l)  =o, 
ed  una  sua  primitiva  completa  la  F(x,y,  a)  = o,  ove  a 
esprime  la  costante  arbitraria:  la  j(x,yx ,yx+l ) — o 
sarà  la  risultante  della  eliminazione  della  costante  a 
dalle  due 

F(x,y,a)=:o,  F(x-*~  i,y^r,a)  — o. 

Sciolta  la  prima  di  queste  due  equazioni  rispetto 
alla  a,  abbiami  az=.px,  azx/jx,  ni — rMÌ  - - ed  avrassi 
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F(x,yx  ,a)  — {a  — px)  (a  — </,)  (n  — rx) 

«1  F(x-^-i,yx^,a)=(a—px+l)(a—qxi.,){a—rx.H) ; 

e però  l’equazione J\x,yx,  yT+i)  — o sarà  la  risultante 
della  eliminazione  della  costante  a dalle  due 

o = (a  —px)  ( a — qx)  (a~rx) , 

o = (a—px+l)[fi  qx+i)  ( a ^r+i)  — 

cioè,  per  la  teorica  delle  eliminazioni,  essa  sarà 

o=(px  — Px+ 1)  (Px  — <1x+i)(Px  — '•*+>) 

X(7*  Pxu)  {(fa  t]x+ 1)  (*! lx  rr+J  “ “ — 

X{r*  Px+i ) lrx  ' 1x+i ) ( rx  rV+i) 


Ma  a questa  equazione  soddisfanno  tutte  le 
àp—O,  \q= o,  Ar=o,"-px—<7x+i=o,  Px—rx  n—°’  — 

qx-Px+i—°’  <7*“r »+,=0> rx~Px+ 1 — °>  rx~e]x+i — °>  > 

adunque  le  primitive  di  queste  saranno  altrettante  pri- 
mitive della  f=o. 

Le  primitive  delle  Hp~o , lq~o,  Ar=:o, 
differenze  esatte  , sono  comprese  tutte  nella  sola 
F(x,  y,  n)~o\  ma  ciò  non  ha  luogo  per  quelle  delle 
p — q — \q~o,  p — r — ir  — o,  - - 

q — p — \p~o,  q — r — A r~  o, ; 

r — p — \p~o,  r — q — \q~o,  - - 
— ■ — — — — — — — — — — — — ' — ' — — — — , 
c però  la  cquazione/fx,^  ,yx+l)zo  osiiaf(x,y,y+Sy)z  o 
avrà  la  primitiva  completa  F(x,y,  a)~o  ed  anco  quelle, 
che  sono  primitive  complete  delle  ultime  equazioni  qui 
esposte. 

Esempio.  Sia  F—y — ax  -+-«*;  e sarà 
f=zy  — x\y-t-5~y. 
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La  equazione  y — «x-t-n’r: o dà 

« = ^±l /(J*1— y)t  cit£ 

P*=Z-*-v( J-r)> e 7x=f-l/(f-^). 

ossia  px ~ — - -+- (f  (x)y  qx~  — — (p (x),  posto  per  sem- 

• — y^~«p(x)‘,  e però  le  primitive  della 

equazione^  — xAj'  + i/  =o  saranno  quelle  delle 
quattro  seguenti 

A^-f-5<)  = o,  A(~ ^j=o, 

II  X I 

- x+<p — - (x+ 1 )+<p(x+ 1 )~o,  — — p — - (x+ 1 ) — p(x+ 1 )~o. 

Le  prime  due  danno  -JC  + 5Ì  eguale  ad  una  costante, 

cioè  in  sostanza  la  stessa  equazione  y — ai  + fl)=o; 

c le  altre  due  ossia  la  (p  (x  -+- 1 ) -+-  (p  lx)  = ± — , som- 

a j 

ministra  P—b( — i)*:t:T,  b esprime  una  costante 

4 

arbitraria;  e però  la  proposta  sarà  soddisfatta  anco  dalla 
\/{% — b ( — i)*±^,  cioè  dalla 

giacché  la  b può  essere  si  positiva  che  negativa.  Vale  a 
dire,  la  equazione + una  cui  pri- 

mitiva completa  è y — a x -+-  a*~  o,  avrà  anco  per 
primitiva  pure  completa  la  seguente 
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497.  Sia  ì(x,yr)  — o una  equazione  primitiva  deila 

f(x>y*iy*+ 1)  = °- 

Stabilita  la  equazione  X(x,y)  — F(x,y,a),  e sciolta 
rispetto  alla  a,  dia  a~i(x,y)-,  e la  5. (x,  y)  — o sarà 
identica  alla  F (x,  y,  i (x,  y))  — o. 

Questo  valore  della  a,  il  quale  riduce  la  equazio- 
ne F(x,y,  a)~  o alla  l(x,y)~o  primitiva  aneli’ essa 
della  f~  o,  soddisfa  la  equazione  seguente 

P Aa=o,  dove  P^F(ay+-~F''(a)-+-^^F"'(a}-+-ccc., 

e la  F esprime  F (x  -+•  I , y ■+■  A y,  a). 

Di  fatto,  La  equazione  F(x,y,  4)  = o La  per  pri- 
ma conseguente  la 

/'(x-*-i,y+-Ay,4+A4)=o  ossia  F(x+ 1 ,y+ly,i) e Q ■ A£=o, 

dove  Q contiene  le  4>A 4 prccisameule  come  P contiene 
le  a,  A a. 

La  medesima  equazione  F (x,  y,  4)  = o,  sciolta 
rispetto  alla  4 dia  l~u,  e la  equazione 

y+-by,l)-+-Q(x,y,  ±y,l>  A4)-  A4=o 

si  ridurrà 

F(x-*-t,y-+-\y,[i)-+-Q(x.y,  by,[i,  Ap)-Ap  = o. 

Ma  la  quantità  F (x 1,  y \y,  u)  è la  stessa 
f(x,y,  y-+-ky)  "od  almeno  è annullata  dalla  equa- 
zione f(x,  y,y-*-  A y)—o-,  adunque  dovrà  essere 

Q(x,,y,  A y,  (i,  A fi)  ■ Ap  = o. 

Vale  a dire,  la  u ossia  la  4 dev’essere  un  valore  della  a 
soddisfacente  la  equazione 

Afl  • P(x,y,  A y,  a,  ia)=o, 
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e però  sarà  essa  una  costante  od  un  valore  della  a 
cavato  da  una  primitiva  della  equazione 
A X — * 

P = F'(a)  -i-  — F"(a)  F"'(a)  -y-  ecc.  = o. 

a a-3 

498.  Se  le  equazioni  F(x,y,  a)~o,  X(x,y,  b)~o, 
contenenti  l’una  la  costante  a e l’altra  la  b,  saranno 
primitive  complete  entrambe  della  stessa  equazione 
f(x,y,y-y-Ay)~o , il  valore  della  a , che  posto  nella 
prima  darà  la  seconda , sarà  dato  da  una  primitiva 
completa  della  equazione 

F'id)  -y-  — F"(n)  -+-  ~ F'"(a)  -+-  ecc.  = o 

alle  differenze  rispetto  alla  a,  e dove  la  F esprime 
F(x-+-i,  y-y-Ay,  a).  Ed  il  valore  della  b a porsi  nella 
equazione  X(x,y,b)xzo  per  conseguire  la  F(x,y,  a)~ o, 
sarà  somministrato  da  una  primitiva  completa  della 

Vth)  -+-  — Vlb)  -+■  %"'th) ecc.  = o 

2 2-3 

alle  differenze  rispetto  alla  b,  e dove  X è posta  per 
X(x-t-  i,  y-y-  \y,  b). 

Volendo  effettivamente  i valori  della  a , atti  a ri- 
durre la  equazione  F(x,y,a)—  o ad  altre  primitive 
complete  della  f—O,  converrà  desumerli  dalle  primi- 
tive complete  della 

F'(a)  -4-  — F"(a)  -+-  ecc.  = o , 

o da  quella  che  avrassi  tra  le  x,  a,  Aa,  dopo  aver  posto 
in  questa  i valori  delle  y,  A y cavati  dalle 

F(x,  y,  a)  — o,  F(x-y- 1,  y-y-  Ay,  a)=  o 

tutto  questo  risulta  dal  paragrafo  antecedente. 

Tom.  IL  25 
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Esempio.  Vogliansi  ì valori  della  a , che  riducono 
la  equazione  y — in+n1  — o ad  un’altra  primitiva 
completa  della  y — x \y  -4-  Ky  ~ o. 

Essendo 

/r(x-»-l,  y-*~\y,  a)  — y-t~ày — (x-4-i) a-4-a‘  , e però 
F'(n)z — — x — i + iti,  F"(a)=. a,  F"'(a)—  F,r(a)—e cc.~o, 
si  ha  P — — x — i+i«+in  = o,  ossia  la  equazione 
ax+l-*-ax—x- t-i,  che  dà  (5  49*) 


tix— (-i)i(A-2(x+i)(-i)j')  ossia  nx~b(- i)*+y(ax4i), 


dove  b esprime  l’arbitraria. 

Questo  valore  della  a riduce  la  primitiva 
y — oi  + o'z: o alla 


*•  /,  (— «rv_ 

T v “t-)- 

che  è appunto  quella  trovata  altrimenti  nel  § fg6. 

Troviamo  anco  i valori  della  b,  che  riducono 
quest’  ultima  primitiva  ad  altre  primitive  complete 
della  proposta  y — xby  -*-Ky  — o. 

Per  essere 


X(x-t- \,y-*-\y,  b)=y-+~Sy—  j^(x-+-i ^ (—  i f'j  , 

e però  V{b)=  a (à  — j(—  i f) , V'(i)=  a , 
e le  X'"(b),  Vr(b),  - - - nulle , si  ha 
V(b)  -4-  ~ X"(6)  -+-  ecc.  = a b — ^ (—  i f -+-  A b , 
cioè  la  equazione 

f’x+t-+-bx—^( — i)*,  la  quale  dà  bx—^c — — i)*, 

ove  c esprime  l’arbitraria.  Questo  valore  della  b,  sosti- 
tuito nella  primitiva 


\ 
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somministra  la  equazione 

la  quale  si  riduce  alla  y — « x -+- aa ~ o,  che  è l’altra 
primitiva  completa,  col  porre  a in  vece  di  c -+-  j . 

499.  Quando  si  conosca  una  primitiva  particolare  di 
una  equazione  alle  differenze  finite  del  primo  ordine,  si 
può  trovare  la  completa,  dulia  quale  essa  discende, 
col  metodo  seguente,  che  è analogo  ad  uno  esposto 
(5  33 1)  per  le  equazioni  alle  derivate. 

La  equazione  alle  differenze  sia  ridotta,  per  sem- 
plicità, alla  forma  zz: f(x,y),  la  sua  primitiva 

particolare  sia  yx~zx%,  e la  completa  suppongasi 

yx=.zx-*-apx-\-aipx  qx-t-a?pxrx-*-ecc.. 


ove  la  a esprima  la  costante  arbitraria,  e le  p,q,r, 

altrettante  funzioni  della  x a determinarsi. 

Questo  supposto  valore  della  y riduce  la  equazio- 
ne yx.^—f[x,yx)  alla 

zx+,  -+-  (ow-o’  qx+I  -t -a3  rI+I  -+-  ecc.)  px+I 
—f{x,  z-t-p(a,-\-o?q-\-a?r-*-ecc.)'), 

la  quale,  sviluppata  ed  eguagliati  tra  loro  i coefficienti 
delle  simili  potenze  della  a,  somministra  le 


s*+.  =/(•*»  *)>  P*+ 1 —/'(*)  P*  = o> 
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A r-n'CM 
'~P  /'(*)’  7 /'(=)' 


la  prima  delle  quali  è per  sé  slessa  soddisfatta,  la  se- 
ronda  dà  la  funzione  p,  e le  altre  le  </,  r,  - — : anzi  la 
«■ronda  riduce  visibilmente  le  altre  alle  seguenti 
r»u\  t<n-\  , f"'(z) 

èP'-f'M’--- 
Qui  pure , come  al  J 5a  i , osservisi , che  bastano 

valori  particolari  per  le  funzioni  p,  q,  r, . 

Essendo  la  f(x,  z)  un  valore  particolare  della 
flx.y),  le  f'(z),  f"(z),  - - - possono  riescire  infinite: 
in  questi  casi,  la  primitiva  individuata  y.t  — zt  non  s' 
può  desumere  da  una  primitiva  completa,  collo  indi- 
viduare la  costante  contenuta  in  essa  ; giacché  cessano 
di  aver  luogo  le  equazioni  qui  sopra  esposte  per  deter- 
minare le  funzioni  p,(j,r, . Quando  accada  ciò,  la 

primitiva  yx~zx  si  chiama  singolare  ; e stante  questa 
sua  proprietà , di  ridurre  f'(z)  infinita , si  può  desu- 
mere immediatamente  dalla  equazione  alle  differenze 

yx+1  — f(x, y),  essendo  essa  la  o od  un  suo 


fattore. 

5oo.  Le  primitive  complete  di  tutte  le  equazioni  alle 
differenze  finite , che  contengano  le  sole  quantità 
yx , yxtl  ovvero  le  y,  \y,  si  possono  ottenere  colla  re- 
gola qui  sopra  esposta  ; perché  si  può  sempre  trovare 
una  loro  primitiva  particolare. 

Di  fatto,  abbiasi  la  equazione  f[yx,yx^~o. 
In  essa  si  ponga  tanto  in  vece  della  yx  quanto  della 
yr+l  ; e si  avrà  f[3,p)—o:  sciolgasi  questa  rispetto  alla 
/?,  e si  ottenga  t3~a  : la  equazione yx~a  sarà  eviden- 
temente una  primitiva  particolare  della  J\yx,yx+,)=.o, 
dimodoché,  sup|>osto 


yx  a -+-  p (a  -4-  a2  q -+-  ecc.) , 
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colla  regola  esposta  nel  paragrafo  antecedente , si  po- 
tranno determinare  le  px,  qx,  - - ~ talmente,  che  la 
equazione  assunta,  ove  l’«  è costante  arbitraria,  sia  la 
primitiva  completa  richiesta. 

LEZIONE  VL 

Delle  primitive  di  equazioni  alle  differente  ordinarie 
di  qualunque  ordine. 

5oi.  Combinando  la  equazione 

alle  sue  prime  n conscguenti  in  modo  da  eliminare  le 
C, , C„ Cn  costanti  arbitrarie , abbiasi  la 

/(•*»  Xx , Xx+i  » Xx+»  > " “ ” J^x+n)  — 

La  equazione  F —o  sarà  la  primitiva  completa  del- 
l’ordine n etimo  della  fzzzo.  Così,  combinando  la  stessa 
F—o  alle  sue  prime  conseguenti  degli  ordini  primo  , 
secondo, m esimo  in  tutti  i modi  possibili  per  eli- 
minare m delle  costanti  C, , C.À, C„ , avrnnsi 

n(n  — i)  («  — a) (n  — m-+-i)  . . 

— — j — — — equazioni  alle  difle- 

1 ■ J rii 

renze  finite  dell’ordine  m esimo,  le  quali  saranno  al- 
trettante primitive  complete  dell’ ordine  (n — m)esimo 
della  stessa  equazione  f—o  ; e però  una  equazione  alle 
differenze  finite  dell'ordine  n esimo  avrà  ordinatamente 

n(n  — i)  n(n  — i)(n  — a)  n(n — i) 

, -—,n 

primitive  complete  degli  ordini  n esimo,  (n — i)  esimo, 

{ n — a)  esimo, a.°,  i.°. 

Egli  è evidente , che , eliminando  la  yx+l  da  due 
primitive  complete  dell’ordine  (n  — i ) esimo , ovvero 
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eliminando  le^-r+l , yx+2  da  tre  dell’ordine  (n — 2)  esimo, 

o tutte  le  yT+l , Xro  > X x+n-i  dalle  n primitive 

complete  del  primo  ordine,  avrassi  sempre  per  risul- 
tante la  F~o  cioè  la  primitiva  completa  dell’ordine 
n esimo  della  f—O. 

5oa.  Siccome  la  equazione 

/(*.  y » > y*-uj  > y * ■♦**«  » * * * yx+nJì  — ® 

è una  conseguenza  delle  Fx~ o,  Fxyu—o,  FXV2u— o, 

-Freno  — o,  c°s*  ponendo  in  èssa  in  vece  delle 

quantità  yx,yx+I , yx+2, yx+n  » loro  valori  de- 

sunti da  queste  idtiine,  la  risultante  riescici  identica 
o soddisfatta  indipendentemente  dalle  quantiti  colle 
quali  rimarci  formata , fra  le  quali  vi  saranno  a:  e le 

costanti  C, , C2 , CK.  Vale  a dire,  il  valore  della 

yT , cavato  dalla  equazione  F~o  e posto  nella  f—  o, 
darà  una  equazione  affatto  identica. 

Per  semplicità  la  F{x,yx , C, . C2, Cn)~o, 

primitiva  dell’ordine  n esimo  della  /" o , si  chiamerà 
semplicemente  primitiva  di  questa  medesima  , sottin- 
tendendo la  indicazione  dell’ ordine. 

5o5.  Se  le  funzioni  px , qx , rx, saranno  altret- 

tanti valori  per  la  yx,  che  entra  nella  equazione  alle 
differenze  e lineare 

J'j-H,  4wy*+n-i  yr+n^  H 1-  A™yx—o, 

anco  la  somma  di  esse  sarà  un  valore  della so<^'s*'n" 
«■ente  questa  medesima  equazione  alle  differenze. 

Di  fatto , ponendo  nel  polinomio 

y*+n  -+-  Aw  yt+»- . -I A™  yx 

in  luogo  della  yx  la  funzione  px  -1-  ijx  -+-  ecc. , si  ha 
il  seguente 
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pi“  qr+n-*-4{,)<h+n-,  -t \-Aimqx  più  ecc. 


il  quale  è identicamente  nullo  per  esserli  i suoi  com- 
ponenti. 

Dimodoché,  se  fosse  yx~ pCt,  ~qCa,  — rC$, 

— sC^, —\vC„_l,  =vC„  ove  le  C, , C, , Cn 

esprimano  n costanti  arbitrarie,  e le  p,  q,r,s,  - - - so,  v 
altrettante  funzioni  della  x,  la  primitiva  completa 
della  equazione 

y r+n  -t-  A'"  yx+n.t  -h h Ainìyx  = o 

sarebbe  la 

y'z—pC\  -+-qC1-*-rC3-*-sC/l-i h *vCV,  -+-vCh . 

Quando  si  conosca  la  primitiva  completa,  qui 
esposta , si  può  con  essa  rinvenire  e facilmente  quella 
della  equazione  seguente 

yx+n-+-^W  yx+n-i-* \-A,myx=.L, 

qualunque  sia  la  L , cioè  sia  essa  o costante  o funzione 
della  x. 

Si  chiamino  ordinatamente 

7u  ri  t si>  ~~~  ss»,,  v,  le  differenze 


A — , - - - A—  , A—  ; cd 

7 1 7i  7i 

s3, sv3,  v3  le 


in  ultimo  chiamisi  v„_,  la  A 


a-  a 
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Evidentemente  dalla  equazione 

y — pCl-+-qCì-*-rC3-*-sC^  -* hwCw  + < 

si  desumano  successivamente  le  seguenti 

1 C*-*-ri  CZ~*~S  , <°4  H , 

,Cj-+-si,C,(H |-w’,Cb-,-+-v1Cs  , 

'/.  E 

^4h — " — h,,3^«-i"k,3C«  > 

rs  Hi  P 

ed  in  fine 


. I . 1 . i.i.i.v 

A A A-- — A— A— A— rro; 

•Vi  «Va  J3  r,  H,  P 
e però  quest’  ultima  equazione  equivarrà  alla 

yxt-n  -+■  ^<1)  r^r+K-i H A™  yxz=.  o. 

Ma  sviluppando  le  n successive  differenze,  che  sono 
indicate  nell’ultima  equazione  qui  trovata,  il  coeffi- 
ciente di  Yx+n  risulta  evidentemente  ove 

, r 

F —p(xYn)-q  l{x+n-t)-rt{x+n-'i) sv„.,(x+a)- v,(x+i); 

adunque  il  polinomio  /,+»  + /"/,«.,+ +A")yx 

sarà  eguale  ad 


FA— A — A -à-A-A^; 

*V.  «Vi  f3  r»  <h  P 


' B-l 


dimodoché  l’ attuale  equazione  proposta  equivarrà  alla 
seguente 


FA— A — A — A— A — A— 

v*-i  «V>  s3  r,  </,  p 

la  quale  somministra  immediatamente  la  sua  primitiva 

completa , che  è 

ya=  plqt2rtZ 

ove  le  n primitive  indicate  sono  generali. 
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5o4-  Se  il  numero  delle  funzioni  conosciute  pjf v, 

usate  nel  paragrafo  antecedente,  sarà  m minore  delT/t, 
la  primitiva  completa  della  equazione 

J'x+n-t-' -*~J(n>yx  — L . 

« 0 

dipenderà  , o si  potrà  far  dipendere,  da  quella  di 
un’  altra  analoga  dell’  ordine  c = n — m. 

Questa  proprietà  si  potrebbe  dimostrare,  come  si 
fece  per  la  sua  analoga  nel  paragrafo  3 28;  ma  credo 
bene  dimostrarla  col  metodo  seguente  buono  anco  per 
dimostrale  quella. 

Sia  yx+m+Bwyx+m.l+Bwyx+m.%*  - - - +B(myx— o 

/ 

la  equazione  avente  per  primitiva  completa  la 
y*—p  C,  -+-7  C,h *-  Cmv, 

ove  le  C sono  le  costanti  arbitrarie.  Se  da  questa  equa- 
zione alle  diflcrenze,  combinata  colle  sue  c prime  con- 
seguenti , si  desumessero  i valori  delle  quantità  yx 
yx+m+ I) yx+n>  e si  sostituissero  nella 

y*+n  ■+•  ^‘"yx+n-i  -+ +-  Awyx = °> 

la  risultante  sarebbe  identica;  e però,  se  si  desume- 
ranno i valori  delle  stesse  quantità  yx+m , yx+m+, , 
yx+n  dalla  seguente 

yx+m  ■+•  ■+•  B(,)y  x+m.t-i- Binny  xzz  zx, 

ove  la  zx  esprime  una  funzione  incognita  della  x,  col 
soccorso  delle  sue  c conseguenti , ed  i valori  risultanti 
si  porranno  nella  medesima 

yx+n  -+-  4wy*+*-x  ■+•  4wy»+* -*  •+ ♦-  Awym = L , 

otterrassi  una  equazione  della  forma  seguente 
zx+t  -+-ÌV"’  z,+f.,  -f-  N™  sx+t.„  h t-  A’4"  zm = L. 


3g4  lezioni 

Reciprocamente,  se  in  questa  si  ponessero  per  le 
zx,  sx+I , zx+c  i loro  valori  cavati  d illa  equazione 

2*  = »+m -+-  -+- ®<’y*+m-s -4 +*  Binnyx 

la  risultante  dovrebbe  essere  identica  alla  stessa  propo- 
sta; per  cui  eguagliando  i coefficienti  della  risultante 
agli  analoghi  di  questa,  avrebbensi  le  equazioni  per  la 
facile  determinazione  dei  coefficienti  A'11’,  A ul,  - --  A<r>. 
Queste  equazioni  evidentemente  sono  le  seguenti 

/?yu-,  -t-  at<*>, 

/T3> =*&,  -4- A'"'  -4-  AT<”  «SU.  -I-  A’<3>, 

Aln=B,p+e+NMB'^l+A^B^,+-  — +jv‘o,>5joi+a-i« 

colle  quali,  di  fatto,  si  possono  conseguire  facilissima- 
mcnte  i coefficienti  N. 

Trovata  la  primitiva  completa  della  equazione 

Wt-  A'(I>  w,  -4-  A1»  W, -4 H JV»  SX  = Z, 

e sostituito  il  valore  della  zx,  desunto  da  essa,  nella 

yt 4-m-+-  t-B<m,yx=sx , 

nella  primitiva  completa  della  risultante  avrassi  la 
completa  della  proposta 

yX+n  “4“  ^,0/x+*-T  -4 1 - A™ yx  — L. 

Concludiamo  per  tanto,  che  la  primitiva  di  que- 
st’ ultima  equazione  dipenderà  da  quelle  delle  due 
antecedenti,  ossia  per  1’ ultimo  paragrafo  da  quelle 
delle  due 

zx^-4-  Nw  zWI  -4-  A'<»>  zx+,,  H- hA«S,=o 

y*  im  -4-  B{lìy  x+m-1  -4-  Bw>x+cthiH t-  Bwy^=.  o. 
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e conseguentemente  da  quella  della  sola  prima,  che  è 
dell’ordine  (ri — ni)  esimo-,  cioè,  quando  si  conosca  della 

equazione  yx+n-+-Au)yx^n.1-i \-A^yx  — o una 

primitiva  contenente  m costanti  arbitrarie,  la  primitiva 
completa  della 

y*  yx t n-a  -4-  - - - +/n|/jr=L 

dipenderà  da  quella  dell’  altra 

2x+c  -+-  A ‘ 1 ’ Sx+e-i  -f-  A <rl  Zx  O , 

che  è dell’ordine  (/i — ni)  esimo  ed  ha  il  secondo  mem- 
bro nullo. 

5o5.  Ora  troverò  la  effettiva  primitiva  della  equazione 

yX+n  -+-  Aw  yx+».x-*-Aw  1-  Aw  yxz=.  L 

pel  caso  che  A(l\  A{%\ Aw  siano  costanti  e la  L 

qualsivoglia. 

Si  chiamino  a,  b,c,  - - - h,  k,  l le  n radici  ossiano 
valori  della  « per  la  equazione 

an s-  Au) an~'  A{1) a"'2  h 1-  Atn>=.  o; 


e la  proposta  alle  differenze  equivarrà  ( § 448)  alla 

A<K)  lx  A — A—  A — Aa*A^ T 

la  quale  dà  immediatamente  la  seguente 


primitiva  della  stessa  proposta  e completa  evidentemente. 

Se  alcuni  valori  della  a fossero  tra  loro  eguali,  per 
esempio  fosse  od  a~b~c  ovvero  l~k,  la  primitiva 
sarebbe  , nel  primo  caso 
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__ax 

e nel  secondo 

ax 

y*~A <"> 


entrambe  complete. 

Quando  il  secondo  membro  sia  zero,  cioè  sia 
Lzzo,  sviluppate  le  primitive  indicate  (5  466)  > la  equa- 
zione primitiva  completa  risulta 


yx  —a?Cx-*-b*C%-\-ctC^-\ -+-P C„, 

ove  le  C sono  costanti  arbitrarie;  e pel  caso  poi,  che  vi 
siano  anco  alcuni  valori  dell’ a tra  loro  eguali,  per 
esempio  gli  a,  b,  c,  si  avrebbe  evidentemente 

yx— ( C,  -4-  x Ct  -+-  a*  C3)  !*■+•  d*  C4 -t >-l*Cn . 

Se  fossero  dati y0,y,,y„ y„.t  cioè  gli  n va- 
lori della corrispondenti  alla  x=o,  1,1, n — i, 

si  avrebbero  le  n equazioni 


ya — 6?,  -4-  Ct  H h-  c„, 

yi—  a Cl  -4-  b Ct  -4-  - - - -4-  l Cn, 


yt  — a ’ <7,  -4-  b*  Ct  n 4 -P  C„, 


yn.l=a^Cl~t-bn-'Cì-i a*-'Cn 

colle  quali  facilmente  ($474)  **  potrebbero  individuare 
i corrispondenti  valori  delle  costanti  C. 

5o 6.  Un  altro  metodo  per  trovare  la  primitiva  della 
equazione 

r*+»+^<,)y  JM-JW  +A(n-,’yx.„+A""y,z=o 

ossia  della  equivalente 
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yx+Awyx.t  +Af*'yx_1+ +Aln-"y 

x-n+i  +A^yx.n=o, 

quando  i coefficienti  siano  costanti,  è il  seguente. 

Si  considera  la  equazione  data  come  quella  di 
relazione  della  serie 

tryr  -+-  tr+,yr+i  -+■  f+*yT+t  -+ 1-  t*yx  -+-  ccc. , 

dove  t esprime  la  indeterminata  rispetto  alle  potenze 
della  quale  è ordinata  la  serie  stessa,  el’run  numero 
intero  a determinarsi. 

Infinite  sono  le  serie  aventi  tutte  per  equazione  di 
relazione  la  proposta , giacché  infiniti  sono  i valori 
della  yx  soddisfacenti  la  proposta  medesima;  e l’espres- 
sione generale  di  tutti  i coefficienti  della  Z*,  che  entra 
in  queste  serie,  sarà  il  richiesto  valore  della yx,  cioè 
quello  che  eguagliato  alla  stessa yxì  darà  la  primitiva 
completa  della  equazione  proposta. 

Chiamisi  gi  la  frazione  generatrice  della  serie  as- 
sunta. Moltiplicando  ciascun  membro  della  equazione 

<p  = tryr-+-  f+'yr+i  yT+t  -+ *-  t*yx  ecc. 

pel  polinomio 

i -+-All)t-+-A<*>  

si  ha  la 

( i + A{"t+A™t*+  - - - +A™tn)(p=tr yr+(yr+i+Awyr)  tr+l  + 
r-n+Ailìyr+l+At*ìyr)tr-i*+—+{yx+Awyx.l+Awy9^+-"  +A{myx^jt*+ecc. 

Ora,  se  pel  significato  della  yx,  la  proposta  equa- 
zione sussisterà  qualunque  sia  la  x , si  potrà  assumere 
r—  o;  e la  qui  ottenuta  ridurrassi  alla 

(i  + A1"  t + Ain  C +—+Au>t*)<p=:y0+{yt  + A("yJt+ 

(y,+A“'yl+Awy')f  + —+ly'.,  + AMy„  + — + A<-»yJl~'i 


l 
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giacché  i coefficienti  delle  potenze  f**1, saranno 

nulli  : se  poi  la  proposta  equazione  sussisterà  solamente 
pei  valori  della  x non  minori  del  numero  s saranno 

nulli  solamente  i coefficienti  delle  potenze  l',  tM, ; 

e si  potrà  assumere  r=zs — n , ed  avrassi 

(i  + A(nl+Au>lM+  — +Aw>P)<p=  yr  lr+lxr+,  + AwXr)‘r+t  + 

(.y r+i  + + A™yr)  ?+'  + — + (jW,  *A“>yr+„  + — f ' - 

L’antecedente  è il  caso  di  questa  corrispondente  al- 
l’r~  o. 

Quest’  ultima  equazione  somministra 

yt*-{ 1- X 1"~'  r 

i-*.Aint+Awt*-\ 1 ’ 

dove  a~Xr> 

P = yr+i-*~^MXr> 

r=yr+i-*-4i"jrr+i-*-4Wfr> 

l = yr+*-,-*-'4"ìyr+>-*-' *-A<*-"Xri 

e però  la  primitiva  richiesta  si  avrà,  eguagliando  la  yx 
al  coefficiente  della  t*  nello  sviluppo  del  valore  qui 
trovato  per  la  0,  e sarà  completa;  giacché  essa  con- 
terrà le  a,  fi,  y, X arbitrarie,  tali  essendo  le 

y r > y r+1  , - - —y r+n-,  ■ 

Per  trovare  questo  coefficiente  della  lx  si  potrà 
usare  uno  qualunque  dei  metodi  conosciuti:  rammen- 
terò il  seguente. 

Il  polinomio  i -+-AUìl- 1 - -t- Aw  t*  sia  il  pro- 
dotto dei  binomj  i — al,  i — hi, i — II,  cioè 

questi  binomj  siano  i suoi  fattori  lineari  ossia  di  primo 
grado. 
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Si  trovino  n costanti  C, , C, , Ch , die  ren- 

dano la  somma  delle  frazioni 

/T,  trC2  fCn 

l — at'  i — bt ' ’ t — It 

identica  al  valore  della  p,  e rimarranno  arbitrarie, 

perchè  formate  colle  y, X. 

Evidentemente,  il  coefficiente  richiesto  eguaglierà 
la  somma  di  quelli  della  stessa  f*  negli  sviluppi  delle 
frazioni  qui  trovate,  i quali  sono 

axrCt,  b*-rC„ , l~C9i 

e però  la  primitiva  richiesta  sarò 


yx  = n*  Ex  -+-  bx  E,  -* 1 - /*  E„ 

ove  le  E, , Et , arbitrarie  sono  poste  in  vece  dei 

prodotti  arr  C, , a~r  C\ , 

Alcuni  dei  hinomj  i — a/,  i — bt , - - - siano  tra 
loro  eguali,  per  esempio  i primi  m siano  tutti  i — at; 

e gli  altri,  che  si  terranno  i — gl, , i — It  siano 

differenti  l’un  dall’altro.  In  questo  caso,  si  trovino  le 
costanti  C,  che  rendano  la  funzione  p identica  alla 
somma  delle 

re,  ‘rCt  trcM  r cm+l  re, 

i — at'  (i  — a f)*  ’ (i — at)m ’ i — gt  ’ i — lt‘ 
qui  pure  risultano  esse  formate  talmente  colle  <9,  y,  — X, 
che  rimangono  arbitrarie. 


Nella  somma  dei  coefficienti  della  tx  negli  sviluppi 
di  queste  ultime  frazioni , che  sono  ordinatamente 


«**r  Ct , (x-r+  i)Ctax~r , 


(x-r+  i)(x-r+a) 


C3o*-r,--- 


(x-r+i)(x-r+2) (x-r-»  m-t) 


rr>  pX-r/'  tx-r  p 

<-m>  g '-m+i  , ‘ e-» 


3-3 («I  - I ) 

avrassi  quello  della  stessa  tx  nello  sviluppo  della  fra- 


LFZIOfVI 


4<*, 


zinne  assunta  ; 


E,  + (x-r+ 1 )£',+ + 


e pero  sara 

(x-r+i) (x-r+nt- 1) 


E,^ax+^E„ 


'Dm)a*+g*E  n+t  + +/*£’„; 


i -3 (ni  - 1 ) 

ove  le  E hanno  qui  un  significato  analogo  a quello  at- 
tribuitele dianzi.  Ma  sviluppando  i prodotti  indicati 
nel  coefficiente  della  a*,  si  ha  un  polinomio  evidente- 
mente della  forma  D1-\-xD1-f-x1D^-ì i-xm~'Dm , 

dove  le  D sono  talmente  formate  colle El , E, , Em, 

che  rimangono  arbitrarie  ; adunque  per  primitiva  ri- 
chiesta avrassi  la  seguente 

y^n(D  | +iD,+ +x' 

tutto  come  si  è trovato  altrimenti  altrove. 

Essendo  yx  il  coefficiente  della  tx  nello  sviluppo 
della  frazione  valore  della  <p  trovato  al  principio  di 
questo  paragrafo,  la  equazione  primitiva  della  proposta 

sarà  quella,  che  si  avrà,  eguagliando  i • a- 3 Xyx  al 

valore  corrispondente  alla  t~  o della  derivata  x esima 
presa  rispetto  alla  t,  dello  stesso  valore  della  (p. 

Quando  si  possa  scoprire  il  coefficiente  della  t* , 
senza  trovare  i fattori  del  denominatore  della  medesi- 
ma frazione  valore  della  p , questo  metodo  ha  un  van- 
taggio su  quello  esposto  nel  paragrafo  antecedente,  sic- 
come accade  in  molti  casi;  ad  esempio  per  la  equazione 


yx+n  ^Xx+n-i’  .yi-X-r+n,  ^(.Xxhi-3 — * TisX*’ 


-O, 


come  è facile  persuadersi. 

Con  questo  metodo  si  può  anco  trovare  immedia- 
tamente, quello  fra  i valori  della  yx  soddisfacenti  la 
equazione  proposta,  il  quale  debba  avere  altre  proprietà 
sufficienti  per  individuarlo,  e ebe  talvolta  è l’unico 
richiesto;  cioè  si  può  esso  determinare,  senza  scoprire 
prima  la  formola  generale  dei  valori  della  yx  soddisfà- 


- + lxE 
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centi  la  proposta  equazione.  Per  esempio,  volen- 
do quello  fra  i valori  della  yx  , che  soddisfa  la 
equazione  proposta  , e pel  quale  i valori  yT , yr+l , 
- - - yr+»-i  siano  dati  : si  porranno  , nella  fra- 
zione assunta  ossia  a svilupparsi  secondo  le  potenze 

della  t,  in  luogo  delle  /J,  y, X i loro  valori  esposti 

al  principio  di  questo  paragrafo,  e nel  coefficiente  della 
t*  del  suo  sviluppo  avrassi  immediatamente  il  valore 
particolare  e richiesto  della  yx  : se  dovessero  essere  gli 
fr > -/mm  nulli,  avrebbensi  y,-~  nulli, 

e X—yr+nml  ; e però  il  valore  della  yx  sarebbe  il  coef- 
ficiente della  f*  nello  sviluppo  della  frazione 

y r-s n-i  *B"1 



Da  questi  ultimi  due  paragrafi  si  vede,  che  la 
equazione 

-*-Awy^%-t 1-  Aimyx~o, 

quando  le  A siano  costanti,  è soddisfatta  da y—Ca*, 
qualunque  sia  la  costante  C,  purché  la  a esprima  una 
radice  della  equazione 

a*  Ailìam'  -+-  Ain  «*'’  n 1 -Aw=o. 

A posteriori  questa  proprietà  si  può  dimostrare 
con  somma  semplicità;  giacché  nella  equazione  alle 
differenze  ponendo  CaP  in  vece  della  yx , si  ha 

[aP  -+-  Aw  a"-1  -+-  Aw  a"*'  h v- Aim)Ca?  ~a , 

equazione  soddisfatta  qualunque  sia  la  C,  purché  Va 
annulli  il  polinomio 

a” -i- A(n  an‘l  h y-Aw, 

cioè  sia  radice  della  equazione 

an-t-Awa*-'-+.Awan-i  h s-  Aim  = o. 
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Anzi,  si  può  osservare,  che,  se  i coefficienti  AK'\ 
A - - - A ("’  fossero  tutti  od  alcuni  funzioni  della  .r, 
ma  tali  che  esistessero  valori  costanti  per  l’oc  soddisfa- 
centi la  equazione  an-¥-Awan~'  n t-Af"'—o. 

ogni  prodotto  della  potenza  x esìma  di  uno  di  questi 
valori  d’o  per  una  costante  anco  arbitraria  soddisfa- 
rebbe la  proposta.  Cosichè,  se  questa  equazione  avesse  r 
radici  costanti,  avrebbonsi  r primitive  particolari  della 
proposta  medesima;  c però  trovercbbesi  facilmente  una 
sua  primitiva  particolare  contenente  r costanti  arbi- 
trarie; e la  sua  primitiva  completa  dipenderebbe  ($5o4) 
da  quella  di  una  sua  analoga  dell’ordine  (n — r) esimo. 

507.  Se  il  rapporto  Ax'  : A'"  A'xl, Axlr+t  f°sw 

costante  per  qualunque  valore  dcll’r,  la  equazione 

' y,+n-j  -< y-AT  rin- 

colla supposizione  di  yx  ~ ux  r21rv'^x-"+t  ossia  della 
r*+i  «x  — rx— ove  la  «esprime  una 

funzione  incognita  della  x , si  ridurrebbe  alla 

«*+»-«-  «r+n-i-i “io 

ove  le  R sono  costanti;  c però  la  determinazione  della 
primitiva  della  proposta  in  yx  dipenderebbe  da  questa 
in  ux,  la  quale  si  sa  determinare  sempre,  quando  le 
quantità  R siano  costanti , ammesso  che  siano  note  le 
radici  della  equazione 

an  R’a^-t- R(IM>  — o. 

508.  Terminerò  la  teorica  delle  primitive  di  una 
equazione  alle  differenze  ordinarie  lineare,  col  trovare 
la  primitiva  della 

r»+*  -+-  AMyx+,  -+-Awys=L, 
qualunque  siano  Al,) , A11’’ , L. 
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Primieramente  lai  sia  zero:  supposto  — «r  yT 

ossia  ($  49 1 ) ?t  — C<*x-i  ax-i «,  «, , ove  C è co- 

stante arbitraria,  e Yax  una  funzione  incognita  , si  ha 

ax+l  -+-  AU1  ax  -t-  Aw  — o ; 

e però  la  primitiva  della  yx+t  -+-Ainyx+t  -+-  A{,ìyx  ~ o 
si  avrà,  eguagliando  la  yx  al  prodotto  della  C costante 
arbitraria  per  tutti  i valori  delle <%x_y , , — -oc, , 

desunti  dalla  primitiva  completa  della  equazione 

<*,c(*x+,-*-A'-'1ax-*-Allì=.  o, 

estesamente  contemplata  nel  5 49a- 

La  primitiva  della 

y»+%-+-4Myx+l-+-Ai*'jrx=I. 
si  potrebbe  desumere  dalla  qui  trovata , mediante 
l’esposto  nel  $ 5o4;  ma  siccome  bisognerebbe  prepa- 
rare opportunamente  il  prodotto  della  C per  gli  anzi- 
detti  valori  delle  «*.,,'<*«> così  per  sem- 

plicità preferisco  il  metodo  seguente. 

Questo  prodotto  chiamisi  uT , cioè  sia  yx~(ix  la 
primitiva  della  proposta  pel  caso  di  L~ o;  e suppon- 
gasi yx ~ (ix 2 ux  la  richiesta,  ove  Zux  esprime  una 
primitiva  particolare  della  u funzione  incognita  della  x. 

Essendo  yx~ y.xZux,  si  hanno 
y*+,  = («-+- 2 u)^x+1,  + : 

valori  che  riducono  la  proposta  equazione  alla 
P*+»  u««  ■+■  ('^<1>fi*+i  ■+■  #**+»)  ur  — ^-r 
ossia  -+-i^  ur  = L, 

per  essere  -4-  AUì  (ix+l  Aw  nullo.  E per 
tanto,  trovato  un  valore  della  u„  anco  particolare, 
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soddisfacente  quest’ ultima  equazione,  e postolo  nella 
supposta  y — filli,  avrassi  la  primitiva  richiesta. 

509.  Si  vogliano  quelle  funzioni  della  x,  che  sono  i 
valori  più  generali  delle  yx , ux , aventi  le  proprietà 
rappresentate  colle  due  equazioni 

X xx  X x+x  » " “ " Xx+t*<  ux>  ux+x  > ” ” “ ux+n)  — °» 

F(x,yt . Xx+x  t Xx+r  » ux  » "*m  , “*+1)  = o; 

cioè  si  vogliano  le  primitive  complete  di  queste  due 
equazioni  alle  differenze  degli  ordini  m esimi  ed  resimi 
rispetto  alla yx,  e degli  ordini  n esimi  ed  r esimi  ri- 
spetto alla  ux . 

Si  formino  le  r prime  conseguenti  della  prima,  e 
le  m della  seconda:  combininsi  queste  m-s-r  equazioni 
alle  stesse  f—o,  Fzzo  in  modo  da  eliminare  le  r+iw+i 
quantità  yx , Xm+x , Xx-bm+rie d avrassi  una  equa- 

zione tra  le  sole  x,  ux,  nx  , , , i/x+,,  ux+  j , - - - il  cui  or- 
dine sarà  evidentemente  il  maggiore  dei  due  {n-t-r)  esi- 
mo, (s-t-m) esimo-,  e la  primitiva  completa  di  essa  darà 
il  richiesto  valore  della  funzione  ux  . 

Nella  equazione,  che  si  ottiene,  eliminando  le 

Xx+x  >Xx+tx Xx+m+r  dalle  m-+-r  conseguenti  anzi- 

dette  combinate  coll’ una  o coll’altra  delle  date,  si 
ponga  per  ux  il  suo  valore  trovato;  e la  risultante  darà 
il  richiesto  valore  della  funzione yx:  le  costanti  arbi- 
trarie contenute  in  questo  valore  della  yx  6ono  le  stes- 
se di  quelle  contenute  in  quello  della  ux;  per  cui  indi- 
viduato uno  di  questi  valori  delle  yx , ux,  rimarrà 
individuato  anco  l’altro. 

Similmente  è pure  evidente  che,  se  nella  equazio- 
ne ottenuta,  colla  dianzi  indicata  eliminazione  delle 
quantità  yx+, , J'x+i  » Xx+,n+r  » *'  ponesse  in  vece 
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della  ux  un  suo  valore  particolare,  essa  darebbe  il 
corrispondente  valore  particolare  della  yx. 

Paragonando  ciò  che  si  è detto  in  questo  paragra- 
fo all’esposto  nel  principio  del  $ 533  «i  comprenderà 
tanta  analogìa  tra  questa  parte  e l’analoga  relativa 
alle  equaziotii  tra  le  derivate,  che  io  ritengo  di  sospen- 
dere per  questa  ulteriori  sviluppi,  o di  limitarmi  unica- 
mente ai  passi  seguenti. 

Se  le  equazioni  proposte  saranno  lineari,  lineate 
sarà  anco  la  equazione  alle  differenze  finite  unica  risul- 
tante, di  cui  sarà  d’uopo  trovare  la  primitiva  per  avere 
quelle  delle  proposte  medesime;  ed  i coefficienti  di  que- 
sta equazione  saranno  costanti,  se  tali  saranno  quelli 
delle  date. 

Così , se  le  proposte  equazioni , oltre  essere  lineari , 
mancheranno  dei  termini  senza  le  yT,  ur , fun- 

zioni a determinarsi,  e siano  soddisfatte  da 

t K 

Jx=/V.  11  x — Px > ~ ~ m 'y  y r — 7 x > 7*»  " 

esse  saranno  soddisfatte  anco  dai  seguenti 

t i 

,r*  =/'»  -t-  <7x  ccc-  > = />*-*- <7* -t-ecc., ; 

e ciò  è facilmente  dimostrabile  come  l’analoga  esposta 
nel  paragrafo  5o3. 

Vogliansi  le yx,  ux  soddisfacenti  le  due  equazioni 
<+ Cux—a,  yx+l+Djrx+Eux+  ,+Gu^o, 

dove  i coefficienti  sono  costanti. 

Eliminisi  la  yx,  ed  avrassi  una  equazione  della 
forma 

ux+2  M M*+i  -+-  N « x = o , 

ove  le  M,  N saranno  costanti.  Questa  equazione  (5  5o6) 
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dia  ux=.Pa f;  la  P esprime  una  costante  arbitraria, 
ei'a,  una  radice  della  equazione  a*-t-Ma-t- N~o. 

Eliminando  dalle  stesse  due  equazioni  date  la/,.,,, 
e ponendo  nella  'risultante  per  uT,  ux+I  i loro  valori 
Pa f,  Po,  a f,  evidentemente  si  avra>yir=Qaf  ove 
la  à è una  quantità  costante  formata  colle  A,  B,  C,  D, 
E,  G,  e la  a,:  questo  risultainento  insegna,  che  le 
equazioni  proposte  saranno  soddisfatte  da  ux—Pa*, 
yx~Pax&,  qualunque  sia  la  costante  P,  purché  a,  d 
siano  opportunamente  determinate. 

Ponendo  nelle  medesime  equazioni  date  le  funzio- 
ni Po*,  Po*t?  in  vece  delle  ux,yx,  si  trova  che  le 
a,  à debbono  soddisfare  le  due  equazioni 

o J*  — A d -+-  B o + C — o,  a d -i—  D d -+-  E o C m o. 

Queste  equazioni  sciolte  diano  0=0,,  ; ed  g—nt , 

à=J,-,  ed  avransi 

ux^zPaf,yx~Paf  J,  ed  anco  u*r=@ct* yj=.Qa,*dt, 

ove  P,  Q esprimono  due  costanti  arbitrarie  ; e conse- 
guentemente i valori  più  generali  delle  funzioni  ux,yx 
saranno  Pof-t-Qof,  Paf  d,-+-  ^>afd,;  cioè  le  primi- 
tive complete  delle  attuali  proposte  equazioni  risulte- 
ranno le 

ux  = p «f  Q «f  > yr  — p <*?  d,  -+-  Q axà,  ; 

Non  mi  fermo  a contemplare  il  caso  che  i due  va- 
lori della  a siano  tra  loro  eguali , perchè  non  presenta 
nessuna  difficoltà. 

5 io.  Abbiasi  la  equazione  F(x,y,  u)~o,  ove  le y,  i» 
esprimono  due  funzioni  della  x : con  essa  sussisterà  la 
sua  conseguente 

F(x-*-t,yx^.l , ur+l)= o ossia  F(x-+- i.y-t-ly,u-t-*ku) ~o. 
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ed  anco  una  qualunque  di  quelle  equazioni , che  si  |>o- 
tranno  avere,  combinandola  con  una  di  queste  in  qua- 
lunque maniera. 

La  equazione  risultante  da  una  di  queste  combi- 
nazioni in  generale  conterrà  le  quantità  x,y,  u,  A y,  Am, 
cioè  sarà  della  forma 

f^,y,u,Sy,àu)=  o, 

la  quale  c fra  tre  variabili  e le  differenze  di  due  rispetto 
all’  altra. 

La  equazione  F=o,  dalla  quale  si  può  desumere 
la  f—o,  si  chiama  primitiva  di  questa  ; e chiamasi 
completa , se  in  essa  vi  è una  costante  arbitraria  non 
esistente  nella  medesima  f~  o. 

Non  tutte  le  equazioni  fra  tre  variabili  e le  diffe- 
renze di  due  hanno  primitive  complete,  anzi  ve  ne  sono, 
ed  è il  maggior  numero,  che  non  hanno  neppure  primi- 
tive individuate  o particolari  : vediamo  per  tanto  al- 
cune proprietà,  che  hanno  luogo,  quando  una  tale  equa- 
zione,-che  rappresenteremo  colla 

f{x,y,u,  Ay,  Au)  — o, 

abbia  una  primitiva  cioè  sia  soddisfatta  da  una  equa- 
zione fra  le  sole  variabili  x,y,  u. 

Sciolta  la  primitiva  rispetto  alla  u,  risulti 
u = gl  (x,  y)  : evidentemente  questo  valore  della  u sod- 
disfarà la  data  equazione  alle  differenze,  qualunque  fun- 
zione della  x sia  la  y ; cioè  avressi 

/(*>' y,  gf  (x,  y),  Aj,  Agi (x, y)) 

eguale  a zero,  qualunque  sia  la  y. 

Nella  proposta,  che  è f(x,y,  u,  &y,  A»)=o  si  |>on- 
ga y-*-alx  in  vece  della  y,  ove  Va  esprime  una  irò- 
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stante  arbitraria  e la  ? una  funzione  arbitraria  della  x; 
e però  pongasi  Ay-t-a  A<  in  vece  della  A y,  ed 

u-*-atu'(y )-t-ccc.,  Au-r-a A(fu,(_f)) -+-eec. 

in  vece  delle  u,Au;  e si  avrà  la 

f(x,y+at,  u+alu'(y)+ecc.,  Ay  + rtA/,  Au  + «A(fM'Q'))+qpe.J— o 

ossia  /+o(//'Cyhf(Ar)A«+/'(")'w'(j,)+/'(AM)A(/H,(r)))  +ecc.~ o, 

la  quale  insegna  che  dev’essere 

(y)  -t-/'(Au)  A(tu'(y)  )=o , 

qualunque  sia  la  funzione  della  x indicata  colla  t. 

Questa  equazione  evidentemente  si  riduce  alla 

la  quale , per  essere  tx  arbitraria , dà  le  due 

f'b)  — (f'(u)  — «))  «'  (y)=o, 

/'(A,y) -+-/'{ A u)u'(yW.  = o, 
da  cui  eliminando  la  u'(y),  si  ottiene  la  seguente  - * 
/'(Au)(/V)-/(V))^I-/'(Ar)(f(«)-/’(Au))^-o. 

Quando  la  proposta  ammetta  una  primitiva , cioè 
sia  soddisfatta  da  una  equazione  tra  le  x,y,  u,  quest’ ul- 
tima equazione  trovata , sarà  identica,  o tale  ridurrassi, 
ponendo  in  essa  i valori  delle  A u,  A*  u formati  colle 

x, y,  A y,  A *y,  o quelli  delle  A y,  A ’y  formati  colle  x,y, 

Au,  A*u,  ovvero  quelli  delle  ux+l , ua+t  formati  colle 
x>y>y*+i>y*+ » ° questi  yx+i,yr+*  formati  colle  x, 

y,  u,  ux+„  ux+t,  desunti  sempre  dalla  proposta  me- 
desima. 

Sia  f XzA Au-*-Ay-v- C , cioè  si  abbia  la  equazione 
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A Ru-*-B  by-t-C=zo,  dove  le  A,B,C  esprimono 
Funzioni  delle  sole  x,y,u:  sarà 

f'[y)—A'(y)  ^B'(y)  \y+  C(y), 
f(u)  = A’(u)  A « -4-  B'(u)  Ar-4-  C'(u) , /'(A  ») = A ; 
e la  equazione  di  condizione  ridurrassi 

(A'{y)\u  -+-  B'{y)  Hy+C'[y)  - B)  A^ 

— (A'(u)Au-t-B'(u)  A y-+-  C(u)  — A ) Bx.,  z=.o, 
ossia  P ò,u-t-  Q ±y-i-  R — o, 
posto  A’(y)  — A'(u)  = P, 


B'{y)A9.,-B'(u)Ba.,  = Q, 


(C(y)-B) 

^*»i  ' (C(u)-A)Bt.^lL 

B 

Ma  l’ attuale  equazione  f—  o dà  A u — — — A y - 

/I 


C 

À' 


adunque  si  avrà  la 

■(Q-rtyr~*-e  |=o, 
d’ onde  cavansi  le  due 


A Q — B P~o , A R — CP  — o, 

ciascuna  delle  quali  sarà  per  sò  stessa  identica. 

5i  i.  Ora  indicherò,  come  trovare  la  primitiva  della 
stessa  equazione  A A u ■+-  Bby-+-  C—O,  supposto  che 
essa  soddisfaccia  le  condizioni  dianzi  esposte. 

Dal  paragrafo  483  si  ha  Anz^A^u-t- AyU,+I)y > e 
però  avrassi 

A\xu-¥-  C A\yiix+lty-+-B\yz=:o, 

equazione,  la  quale  dovendo  sussistere  qualunque  sia 
A y , che  è fattore  evidentemente  della  quantità 
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A&yVt+l)J  -+-/JA y,  e non  esiste  nel  binomio  ASX  u-*-C, 
si  decompone  nelle  due  seguenti 

A\xu-y-  C—o,  A\yUx+1>y-i-  B \y  — o. 

Nella  prima  di  queste  due  equazioni  la  y entra 
come  costante , e però  essa  è una  equazione  alle  diffe- 
renze finite  ordinarie,  cioè  di  quelle  di  cui  si  è già 
parlato. 

Si  trovi  la  primitiva  completa  della  equa- 
zione A \x  u -+-  C — o ossia  della  sua  equivalente 

C ' L 

uI+l — i/j-t-  — — o (J  491);  e sciolta  rispetto  alla  u 

Si 

somministri  u = F(x,  y,  gf(y))  : la  <p(y)  esprime  la 
costante  arbitraria , che  rende  la  primitiva  completa. 
Questo  valore  della  « si  ponga  nella  equazione 

A byux+lly-i-BSy=o, 

e se  ne  otterrà  una  riducibile  alla  forma 

• *(r>  » A0W) = ° > 

la  cui  primitiva  darà  quel  valore  della  <fi(y) , che  sosti- 
tuito nella  u~F^x,y,  <p{y)^,  somministrerà  la  primi- 
tiva richiesta. 

Esempio.  Abbiasi  la  equazione 

( y — jc*)  Au — uAy-+-(2jr-4-i)u=.o. 
Paragonata  alla  f—o,  dà  evidentemente 

f(y)—fo *»  /'(Ar)=— «>  /'(“)= \p,  /'(A(i)=  -p, 

ove  p ~y  — x1  ; e conseguentemente 

/'(  a«)  (/ VKA  Ar))~. 1 

sarà  eguale  a 

p(u-4-Au),+1  — u(Ap-+-/’Wi  cioè  a pu^t  — upx^. 


/ 
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Ma  dalla  proposta  o dalla  equivalente  p\u  — uAp~ o 

si  ha  ux+l  — u^~- , e però  — u adunque 

sarà  pur+t — f ipx+i  eguale  ad  upx  vi — uprlt , che  è zero. 
Vale  a dire,  l’attuale  proposta  potrà  avere  la  primitiva; 
troviamola. 

Le  due  equazioni  a soddisfarsi  risultano  eviden- 
temente 

[y— x*)Axu-H3JM-.i)w*=o>  (y—x*)\yua+uy  —uAyzz o, 

la  prima  delle  quali  ossia  la  ux+I  — ^~~^T  - — — u 
dà  u — (xt — y)  <p  (y)  ; e questa  riduce  la  seconda  alla 
((jr-f-1  T—y—by)  (<Jf-4-Ag*)— ((x-hi)*— y—  Ay)  gfc=o 
ossia  ((x-+-i)* — y — Ay^Aip~o, 

rhe  somministra  <pz=.a  collante  assoluta.  Quindi  la  pri- 
mitiva richiesta  sarà  u=:<i(xa  — y).  Equi  si  rifletta 
che  la  primitiva  della  equazione  o , ossia  nel  caso 
presente  della  (x-t-i)’ — y — Ayzz.o , quando  in  essa  vi 
rimanga  la  di  (Tarn  za  A y,  si  potrà  conseguire  diretta- 
mente  colla  regola  che  esporrassi  nel  $ 5i6. 

5ia.  Se  la  equazione 

non  fosse  identica  per  sè  stessa , o riducibile  ad  esserla 
mediante  la  f—o,  questa  non  avrebbe  primitive  di 
quelle  di  cui  si  è parlato  sopra , cioè  non  vi  sarebbe 
equazione  fra  le  sole  variabili,  dalla  quale  si  potesse 
essa  desumere:  in  tal  caso,  assunta  arbitrariamente  una 
equazione  fra  le  tre  variabili  a?,  y,  u od  anco  fra  esse  e 
le  Ay,  Au,  c combinatala  opportunamente  colla  stessa 
f~ o,  onde  averne  due  tra  le  sole  variabili  x,y,u , che 
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insieme  soddisfacciano  la  medesima  f~  o,  costitui- 
ranno esse  la  primitiva  richiesta:  tutto  procede  come 
per  le  equazioni  alle  derivate. 

Non  mi  estendo  maggiormente  sulle  proprietà , 
che  hanno  luogo , quando  una  equazione  fra  tre  o piu 
variabili  e le  differenze  finite  di  esse  ammetta  una  pri- 
mitiva rappresentata  con  una  sola  equazione,  nè  sulle 
altre  .loro  proprietà  adaloglie  a quelle  esposte  per  le 
equazioni  tra  le  derivate,  perchè  pochi  sono  i casi  pei 
quali  occorrono  ed  anco  perchè  facile  riesce  la  loro 
esposizione  e trattazione , stante  l’ esposto  qui  sopra  e 
nella  lezione  VI  della  Parte  Vili. 

LEZIONE  VII. 

Delle  differenze  e primitive  finite , 
qualunque  sia  V aumento  della  variabile  principale. 

5i3.  In  questa  lezione  parlasi  compendiosamente 
delle  differenze  e delle  primitive  finite,  quando  l’au- 
mento della  variabile  rispetto  cui  si  prendono  sia 
qualunque. 

L’aumento  della  variàbile  principale,  che  terremo 
la  x,  si  rappresenti  con  <p(x):  il  binomio  x-¥-$(x)  rap- 
prescnterassi  colla  xf,  lV-fn^fx')  colla  x",  \’x"-+-${x") 
colla  x"',  ed  in  generale  il  binomio  jc0*-1’  —1—0  (jc<n'1))  si 
rappresenterà  con  xiK>-,  cioè  si  terrà 

x-*-$(x)-=.x\  x'-+-0(x,)=x", 
x'’-*-<p{x")=x'", x<»-n  qj  (xtn",)) — x'"  ; 

dimodoché , le  quantità  x/,  x",  x'",  - - - x*"'  esprime- 
ranno ordinatamente  quei  resultati,  che  si  avranno. 
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col  porre  nelle  x,  x',  x", x01'0  il  binomio  x-+-0(x) 

in  vece  della  x;  e le  yr, , y T,,, yxun  esprime- 

ranno quelli , che  avi-ansi , ponendo  nella/,  ordinata- 
mente  x’,  x ”,  - — x°"  in  vece  della  x medesima. 

La  quantità 

Ffx',  x", x(n+,>)  — F(x,  x', x<">), 

che  risulta , sottraendo  la  funzione  F(x,  x',  - - - x'"’) 
dalla  F(x',  x", x<n+")  suo  valore  primo  conse- 

guente , si  chiamerà  differenza  finita  prima  della  me- 
desima F(x,  x', x<’°)  ; e si  rappi-esenterà  con 

A F(x,  x\ xim)  : 

cosi  la  \F(x',x", x'**1') — AF(x,  x/, x<n))  chia- 

merassi  differenza  seconda  della  stessa  F(x,  xJ,---xw), 

e si  indicherà  con  A*  F(x,  x', X<IW). 

Riunendo  queste  dichiarazioni  a quelle  esposte  nel 
5 445  si  comprenderà  facilmente,  che  cosa  si  inten- 
derà per  differenza  n esima  di  qualsivoglia  funzione 
F(x,  x', * x00)  ; e che  essa  si  indicherà  con 

A *F(x,  x/, x°°): 

c reciprocamente  questa  scrittura  significherà  la  diffe- 
renza n esima  della  F , l’aumento  della  x essendo 
x' — x ossia  Ax  cioè  (p(x). 

Essendo  A xzzx/ — x,  A'xrrAx' — Axrzx" — xr'+x, 
A3x=A*x/ — ò?x—x"' — 3x"-t-3x' — x,  - - - si  ha 
evidentemente 

A"xz=x w ~ ^ X0*-*’ Z£nxJ±x. 

Similmente  trovasi 

n(n — 0 , 

*y=ymvo—nyau-ir+ — a— y T-w^y,- 
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Cosi,  per  essere  x'z=x+Xx,  x"=x'+±x'—jc+*\x+\,x, 
x'"— x',-+-Ax"rrx-t-3Ax-t-3Aax-t-A3x,  - - - risulta 
fi(n  i ) 

x -Aax~+-  - - - -+-n±*~,x  -+-  A’x; 

a 

ed  analogamente  ragionando,  trovasi 

j'r(«=r,-+-nAr,-+-  ^7^Wr-+- — 

Si  intenda  colla  xt  una  tale  funzione  della  t nuova 
variabile,  clic  riescano  i suoi  valori  xt+, , xf+1 , - - - x,+„ 

eguali  ordinatamente  agli  x',  x", x(*>  ; e sarà 

yx  eguale  ad  y (r) , qualunque  sia  l’intero  r,  e però 

l+r  * 

A \y  eguaglierà  la  differenza  A ry,  qui  sopra  usata. 
Ma  si  ha  (J  44d) 

a(a— i) 

x(+0,  ~x-f-  oA,n — A;x-+-ecc. , 

, a a(a— i) 

ed  r*  rr:  v-^-aA,  j-t-, AJy-necc. , 

t-i-o  2 • 

qualunque  sia  la  quantità  a ; adunque  avrassi  anco 


xJ+0— x-t-oi  Axh — — Aax-*-ecc. , 

, . <*(<*— i),, 

ed  yx  —y-+-o.\y~* A*^-t-ecc. 

t-HX  ^ 

Facendo  a=/t  intero  usato  qui  sopra,  queste  due 
equazioni  danno 

rw=:i-HiAx+— — - A*x-*-ccc., 
a 

*.«*=7-»- "A/-* — A*  y -vece., 

come  superiormente  si  è già  trovato. 

5i4-  Siccome  la  ricerca  delle  differenze  finite  di 
qualunque  ordine  e di  qualsivoglia  funzione  non  pre- 
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senta  nessuna  nuova  difficoltà,  qualunque  sia  l’aumento 
ip(x) , anzi  le  prime  di  queste  differenze  si  possono  desu- 
mere da  quelle  trovate  pel  caso  di  \xxzo  costante,  cam- 
biando in  quelle  la  semplice  o nella  fp(.r)  ossia  in  x' — x 
ovvero  nella  Ax;  così  passo  immediatamente  ad  esporre 
la  regola,  per  trovare  la  primitiva  della  F(x ) funzione 
qualsivoglia  della  x , cioè  per  trovare  quella  funzione, 
clic  ha  F(x)  per  differenza  finita,  ritenuto  <jl(x)  per 
l’ aumento  della  x.  Questa  primitiva  si  indicherà  con 
S/’fx),  come  si  fece  pel  caso  di  gl(x)  costante. 

La  u,  funzione  di  una  nuova  variabile  t sia  tale  da 
soddisfare  entrambe  le  equazioni  tit~X,  uf+l=x- *-$(x). 
Eliminando  la  x da  queste  due  equazioni  bassi  la 

“f+I  — «I  — 

• 

e però  la  u,  sarà  data  da  una  primitiva  di  questa  equa- 
zione tra  le  ut , ut+l , che  è alle  differenze  finite  ordi- 
narie e del  primo  ordine. 

Si  trovi  una  primitiva  di  questa  medesima  equa- 
zione e risulti  X(t,  u,)—  o ossia  X (t,  x)  mo  per  essere 
ut  —x.  Questa  primitiva,  sciolta  rispetto  alla  x,  dia 
x=o{l),  e rispetto  alla  t somministri  tzxft(x):  fatto  ciò, 
nella  funzione  F(x)  data  si  ponga  a(t)  in  vece  della  x , 
e della  risultante  /■’(«(<))  trovisi  la  primitiva  rispetto 
alla  t,  nella  ipotesi  che  l’aumento  della  t sia  la  uni- 
tà, e risulti  P(t);  la  primitiva  richiesta  ZF(x)  sarà 
P^(x)^-\-A,  ove  A esprime  una  costante. 

Per  dimostrarlo , si  osservi,  che  le  due  equazioni 
ut  —x,  ut4.txzx-*-gl(x)  per  ut~a(t)  si  riducono  alle 
a(/)=x,  a(f-4-i)— x-+-$5(x);  e però,  siccome  hi  equa- 
zione X(t,  x)=zo  o la  equivalente  «(<)— x dà  t—fi(x), 
cosila  £*(t-4-i):=:x-*-#(x)  darà  t-s-iz=^(x-+-gf(x)j. 
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Ora,  la  differenza  della  funzione  P(d (x))  nella 
ipotesi  attuale  essendo  P((?(x-+-$(x)) j — P(@(x)J , essa 
eguagliala  P(f-+-i) — P(t),  la  quale  è identica  alla 
F(a(t)}  e però  alla  /r(a(/3(x))j  , per  essere  t—fi(x). 
Ma  per  la  equivalenza  delle  due  equazioni  X — aft), 
/ = 0(x),  la  seguente  x — a(fi(x ))  è identica,  cioè  la 
funzione  a(fl(x))  è la  stessa  variabile  x;  adunque  sarà 

A (P(j9 (*))  -+-  zf)  = F(x)  : 

vale  a dire,  P(jì(x))-*-A  sarà  la  primitiva  richiesta 
della  F(x)  : come  si  è dichiarato. 

includiamo  per  tanto,  che,  trovata  una  primi- 
tiva X(x,  t)~o  della  equazione 

x<+,  xt  — <p(xt)  — o , 

c [tosto  nella  funzione  F(x)  in  vece  della x il  suo  valore 
a(l)  desunta  da  essa,  indi  trovata  P(t)  primitiva  rispetto 
alla  1 della  funzione  F(a(t).) , e presa  nella  ipotesi  di 
A/ — 1;  e sostituito  in  questa  primitiva  ordinaria,  per  t il 
suo  valore  fi(x)  cavato  dalla  stessa  anzidetto  primitiva , 
avrassi  una  funzione  della  x , la  quale  sarà  primitiva 
della  medesima  funzione  F(x) , cioè  sarà  la  primitiva 
particolare  rispetto  alla  x della  funzione  F(x)  presa 
nella  ipotesi , che  l’aumento  della  x sia  <p(x).  La  pri- 
mitiva completa  poi  otterrassi  collo  aggiungere  alla 
ottenuta  una  quantità  costante  rispetto  alla  x cioè  una 
quantità,  che  non  varii  cambiando  in  essa  la  x in 
x-+~#  (x). 

Esempio.  Sia  F(x)~ log..r,  e gf(x)—x.  In  que- 
sto caso,  la  equazione  u(+1  — u,  — g)(u,)=:  o ossia 
Xt+,  — xj  — $x,) — o risulta  xt+,  — ax,=o,  la  quale 
dà  xt~B a*,  ove  B esprime  una  costante  arbitraria  , 
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valore  che  sostituito  nella  attuale  funzione  F(x)  som- 
ministra /log.a-4-log.Z?,  la  cui  primitiva,  la  variabile 
essendo  t e Ami,  è 

-^f(r — i)log.2-+-/log.i?-+-C, 

essendo  C altra  costante  arbitraria.  Ma  dalla  equazione 
X 

x=/?a'  bassi  f=log.  — : log. a;  adunque  una  primi- 
tiva richiesta  della  funzione  log.x  sarà 
^(log.J  — log.ajlog.^-  : log.a-*-log.B  • log.^-:  log.a-t-C, 


cioè  log.x  • log.-^  • log-4  -t-D, 

ove  D è posta  in  vece  di  C — log.f?  • log.-^-  ! log-4- 

5 1 5.  Essendo  ut+lxzut-+-<p(ut) , si  hanno 

“t+»  = ut+i-*-<P(ut+,)=x>  x"  > 

"m3  = “t+*  <p{ut+ J = x"-*-(p(x")  = X”', 


e però,  se  la  equazione  u( — r dasse  txzìp(x),  le  seguenti 
«t+l~x', i<h.~.ij/, ut^=zx"', — ■rta>  darebbero 

^(x1),  t -+-i  — yp[x"),---  t-t-n—tp(xu')) . 

Le  due  equazioni  t—ip(x),  t-t- i~ip(x')  danno  la 
^x') — tp(x)—i  ossia  à*p(x'f=zi-,  e però  sarà  tp{x)~2 1 , 
ove  la  variabile,  rispetto  cui  si  intende  presa  la  primi- 
tiva, è la  x,  e l’aumento  di  essa  cioè  ilx  è <p(x). 

Da  quest’  ultimo  passo  risulta  , che , la  maggiora 
difficoltà  di  avere  la  primitiva  di  cui  si  parla  della 
funzione  F(x),  dipende  o dalla  ricerca  di  una  «ina- 
zione primitiva  della 

%l  $(•*■«)— 0 , 

f Tarn.  II.  i-j 
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ovvero  dalla  primitiva  della  unità  presa  nella  ipotesi , 
che  l’aumento  della  variabile  principale,  cioè  della  x, 
sia  la  stessa  Jl(x). 

Si  potrebbero  qui  esporre,  qualunque  sia  T au- 
mento della  x , proprietà  analoghe  a quelle  esposte  dal 
§ 46o  al  4^4  cd  n molte  esposte  nelle  due  lezioni  pre- 
cedenti; ma  siccome  non  presentano  nessuna  difficoltà, 
cosi  si  ommettono.  Dirò  solo,  che  il  valore  dell’aumen- 
to ip(x)  della  x,  affinola;  la  differenza  di  una  data  fun- 
zione f(x)  sia  la  F( x)  pure  data,  avrassi,  sciogliendo  la 
equazione  seguente  rispetto  alla  (p,f(x+<p)~f(x)  + F(x). 

5i6.  Ora  vogliasi  la  equazione  primitiva  com- 
pleta della 

/(•*>  yx  » y^ . yx>,  » — yxm) — « » 

che  è alle  differenze  finite  dell’  oidi  ne  n esimo , e l’au- 
mento della  x è qualunque;  e propriamente  vogliasi 
quella  equazione  fra  le  x,  yx  ed  n costanti  arbitrarie , 
dalla  quale  col  soccorso  delle  sue  prime  n conseguenti 
si  possa  desumere  la  data. 

Si  ponga  in  essa  in  vece  della  x il  suo  va- 
lore xt  desunto  dalla  X(t , x)  rr  o primitiva  della 
xf+l — x(  — (p(xt)~o,  ed  avrassi  la 

f[Xt  > > Vt+ 1 > vt  +*  > “ ” “ ‘’m-fi)  — 0 » 

ove  la  i»,  è posta  per  yx  . E di  questa  equazione  tra  le 

t,  v, , vtil , - - - v1H1 , che  è alle  differenze  ordinarie, 
si  trovi  la  primitiva  completa;  ed  abbiasi 

F(t,  vt,  C, , C,,  -, 1 - - CJ— o, 

ove  le  C, , C, , C„  esprimono  le  costanti  arbitrarie. 

Sostituendo  in  questa  per  t il  suo  valore  tx , ca- 
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vato  dalla  medesima  equazione  X(t,  x)~o,  si  ha 
L (tx  , Vj  , C*|  j Cj  i * " “ C„)  — o , ossia 

X 

f (?x  i y xi  Flt  Ft, ^«) — ® » 

per  essere  vt  identicamente  la  yx  . 

X 

Quest’  ultima  equazione  cioè  la 

F(^x  > J'x  > C\  » ~ ~ C»)  = ° 

sarà  la  primitiva  completa  richiesta. 

Essendo  /^rr^x')— ^ -+-i,  t*,,  ~ $x") a, 

, /r(B)=$x<,,,)=/r-+-n,  le  equazioni  conseguenti 

della  F(tx,yx,  Ct , C, , C„)  — o conterranno  le 

quantità  tx,yx,yx,,yx,,, yxt„) . come  le  corre- 
lative conseguenti  della  F(t,  v, , C, , Ct, CJ  — o 

conterranno  le  t,  vt,  vl+I , v,+1,  - - - vl+B  ; e però  la 
equazione,  che  si  avrà  , eliminando  le  C, , Ct,  - - - Cn 

dalla  F(tx  , yx  , C, , C, , C„)  o mediante  le 

sue  prime  n conseguenti,  sarà  quella  , che  avras- 

si  , eliminando  le  stesse  C, , C,, C„  dalla 

F(i,  vt , C, , C, , CJrro  e sue  n prime  conseguen- 

ti, qualora  però  pongansi  nella  risultante  t , y , y^, , 

yxm  ~ yxon  in  vece  delle  e>  *’i.  •'t +.»  *’(+.. ‘Vn- 

Ma  quest’ultima  è /(x, , vt , v,+I , vt+t , vt+J=  o ; - 

adunque  la  prima  sarà 

/(•*,  > yx  > yxi  » r.» . ^,(«1=0, 

X 

cioè  la  stessa  proposta 

/(*>  yx>yxlyyxt,>  — .r,») = 

Quindi  la  equazione  F(tx,yx , C, , C,, — CJ=o 
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sarà  la  richiesta  primitiva  completa;  come  si  è di- 
chiaralo. 

E qui  si  osservi,  che  alle  volte,  per  trovare  la  pri- 
mitiva della  equazione 

/(*>  yx  » yxi  » yxn > — yT<m) = ° 

si  potrà  e converrà  procedere  coll’ ordine  seguente. 
Trovisi  la  equazione  primitiva  della 

/(■*»  yx  » r*+ 1 » y**% . — yx+*) = ° 

cioè  della  proposta  nella  ipotesi,  che  l’aumento  della  .r 
sia  l’ unità  , colla  avvertenza  di  non  eseguire,  ma  sola- 
mente indicare,  sì  le  differenze  che  le  primitive,  che 
occorressero:  indi  nella  equazione  primitiva,  così  tro- 
vata, si  ritengano  tanto  le  differenze  quanto  le  primi- 
tive in  essa  indicate  prese  nella  ipotesi,  che  l’aumento 
della  x sia  <p{x) , cioè  che  Ax  siu  quello  voluto  nella 
equazione  proposta,  ed  essa  rappresenterà  la  richiesta; 
come  risulta  dalla  stessa  regola  sopra  esposta. 

Per  esempio,  se  la  proposta  fosse yx> — axyx—bx, 
siccome  la  equazione  primitiva  della  iyJ,hl — nxyx~bx 

(§  49()  è yx  — eZ '■*  ^ Z? -i- Z ^ e'2 lo*- ; così  la 

primitiva  richiesta  sarà  questa  medesima , ritenuto  che 

le  due  primitive  il  log ,ax,  S — e’“loK’°*  siano  prese 

ax 

nella  ipotesi,  che  l’aumento  della  x sia  x ' — x os- 
sia <fl(x). 

5ij.  Nella  equazione  F(x,  yx , «)— o,  ove  la  a 
esprime  una  costante,  si  pongano  Jt(x),  jr(x)  invece 
della  x ; e si  avranno  le  due 

F(X(x),yllxì  ,a)=o,  F(sf(x),  yx(xì , a)=o: 
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si  elimini  «la  queste  la  a , ed  avrassi  una  equazione 
della  forma  /(*,  yXw  , y„(XÌ)  = o. 

Reciprocamente,  data  la  etjuazione 
f(x’Xl<.rì  si  potrà  trovare  la  F(x,ya,a)=zo, 

cLe  si  chiama  sua  primitiva  completa. 

Suppongasi  "i\x)—z,  z nuova  variabile,  e sciolgasi 
questa  equazione  rispetto  alla  or,  «1  abbiasi  ar~a(s); 
questo  valore  della  x ridurrà  la  proposta  equazione  alla 

/(«(*)>  fi,  X. riau»)  = o: 

fatto  ciò,  suppongasi  sr(a(z))  = z-i-jl(z),  e la  equa- 
zione si  ridurrà 

J"(a(z) , y:,  — o 

alle  differenze  finite  del  primo  ordine,  dove  l’aumento 
della  s variabile  principile  è <f(z)~ rr(a(z)) — s. 

La  primitiva  di  quest’ ultima  equazione  alle  diffe- 
renze risulti 

' F(z,  ys,  a)~o: 

questa  sarà  la  equazione , che  darà  le  due 

F(Mx),  ylvtì,  n)  — o , F(st(x),  yxl„ , n)  = o 
dalle  «piali,  eliminando  la  costante  a,  otterrassi  la  data 
yiun  > .y.Tui)  — • 

Ciò  che  si  è qui  detto  per  la  etpiazione 
f(x,  r;.<r)  > y.-rw)  = ° vale  anco  per  la  seguente 

f(x>  y auet  > y ’ Jyun  i * y sturi  > J'sKd)  — ° > 
purché  le  funzioni  a(x),  0 (x),  y(x),  - - - tt  (x),  o (x) 
abbiano  le  proprietà  rappresentate  colle  equazioni 

£(jr)=^(«),y  = f (£), « = ^(5r)  ossia 

0 = y(a),  j'  = V/^(“)> 0 = ^1^ iH®)* 

lì  ciò  per  sè  stesso  evidente. 


4aa  ixztoT« 

5i8.  Si  abbia  la  equazione  F{x,y,z,tp(p),y[q)\—Oy 
ove  le  <p,tp  esprimono  funzioni  arbitrarie  delle  quantità 
p,q  funzioni  delle  x,  y,  s;  e vediamo,  come  si  possano 
determinare  le  <p,  t}>  stesse,  cioè  come  la  <p(p)  debba  essere 
formata  colla  p e la  tfi(q)  colla  q,  affinchè  alla  y^a(x) 
corrisponda  z — fi(x),  ed  alla  y — f (x)  corrisponda 
z — d(x),  ove  le  a(x),  fi  (x),  y (x),  J“  (x)  sono  funzioni 
date  della  x : ricerca  utile  per  alcune  quistioni  ebe  di- 
pendono in  parte  dall’esposto  nella  Parte  IX. 

I valori  delle  funzioni  p-(x,  y,z),  q (x,y,s)  corri- 
spondenti alla^z^ttfx)  e s=/9(x)  cioè  i j?(x,a(x),/S(x)), 
q (x,  r»(x),  P (x))  chiaminsi  pl  (x),  q,  (x)  ; e quelli  corri- 
spondenti alla  y=y(x)  e z=à(x)  si  cbiamino  px(x), 

<7.  (*)• 

Ix  (p  (p),  *p(q)  dovranno  rendere  identiebe  ambe- 
due le  equazioni  seguenti 

F(x,a[x),p(x),<p(pl(x)),  ^(<7,(x)))=o, 

F (*,  y(x),à  (x),  <p  (p,  (x)),  ^(q,(xj)')=o. 

Stabiliscasi  la  equazione  q,(x)  = t,  ove  t esprime 
una  nuova  variabile,  e sciolgasi  rispetto  alla  x,  e si  ot- 
tenga x~jt(t):  questo  valore  della  x,  sostituito  nella 
equazione  F(x,  a(x),  0(x),  gf(/7,(x)),  ^(<7,  (x)j)  = o, 
somministrila  F,(t,  (p(k),  \J(/))=o:  il  è posta  in  vece 
di  p,{x(t)\  Così,  si  stabilisca  la  qt(x)  — t,  c sciolta 
rispetto  alla  x dia  x~3tt(t)-,  pongasi  questo  valore 
della  x nella  seconda  delle  medesime  qui  sopra  esposte 
equazioni,  ed  abbiasi  la  Ft  (<,  $(£),  <p(t)^z=.o:  la  £ è 
posta  in  vece  di  pt  (sr,  (/)). 

Le  due  equazioni  F,~o,  f,  — o qui  trovate, 
combinate  talmente  da  eliminare  da  esse  la  ^(r),  diano  la 

/('>  *(*«).  *(*M))=°- 
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Ora,  mediante  l’esposto  nel  paragrafo  antecedente,  si 
determini  quella  funzione  della  t , che  è il  valore  della 
(p  (t)  soddisfacente  quest’ ultima  equazione;  ed  abbiasi 

9»=m 

Sostituendo  questo  valore  della  <p  nelle  equazioni 
F,~ o,  jP,~o,  si  ottengono  evidentemente  le 

F,  (t,  P (X  (<))  ,fto)=o,F,(t,P  (Ut)),  * (f)  j = o 

ciascuna  delle  quali  darà  il  valore  della  xp:  riesca  esso 
<?(')• 

Essendo  ip~P  (t),  tpzz;  Q (t) , le  funzioni  <p(p)-tp(< 7) 
richieste,  saranno  Q (q)  \ dimodoché  i valori  della 

z corrispondenti  alla  y z=.  a (x)  l’uno,  e l’altro  alla 
y-j'(x)  e dati  dalla  equazione 

F (x,y,  s,  P (p) , Q (q)')  = o 
saranno  rispettivamente  P(x),  à(x). 

LEZIONE  Vili. 

Della  poligo  nome  (ria. 

5 19.  Una  linea  spezzata  composta  di  più  rette  si  chia- 
merà poligono  ; e denominata  una  parte  di  essa  primo 
lato  del  poligono,  una  delle  due  contigue  si  denominerà 
secondo  lato , e l’ altra  contigua  a questa  terzo  lato  ; e 
cosi  via  discorrendo. 

Si  chiamino  ux,yx  le  coordinate  rettangole  del 
primo  termine  del  lato  x esimo  del  poligono,  ed  Uj.H, 

yr+ti  “r+ji  Xxn'y saranno  ordinatamente  quelle 

dei  primi  termini  dei  lati  x-t-i,  x-f-a,  ---  esimi  ossia 
quelle  dei  secondi  termini  degli  x,  x-+- 1 , — - esimi. 

Queste  coordinate,  in  questa  lezione,  si  indiche- 
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ranno  ordinatamente  con  u,y;  u',y;  u",  y";  - - - anzi 
analogamente  indicheransi  anco  altre  quantità  occor- 
renti in  e*sa. 

La  tangente  dell'angolo  fatto  dal  lato  x esimo  del 
poligono  coll’asse  delle  ordinate  u evidentemente  è 

y* y . A V - 

— — ossia  la  poi*zione  di  questo  asse  intercetta 

ur — u A u r 

tra  l’ordinata  y ed  il  prolungamento  dello  stesso  lato 

x esimo  del  poligono  risulta  . Così , questo  lato 

medesimo  del  poligono,  die  denomineremo  lx  od  l , 
eguaglia  ^/(Aii-t-Ay  J;  e l’area  del  trapezio  ordinario 
avente  per  lati  paralleli  le  ordinate  y,  y',  essendo 

-^(y'-t-y)  (u'-4-  u),  eguaglierà  y Su  A y-A;<:  e con- 
seguentemente, la  somma  dei  lati  sarà 

2 ^(Aa-t-iT1). 


e l’area  della  figura,  il  cui  contorno  è costituito  dalle 
rette  y,,  /,,  , yx  e dalla  ux — u,  parte  del- 

l’asse delle  a,  sarà 


2 (y  Su -t-  ^S y • S uj. 

Essendo 

yA«-4-^  Ay-Aw  eguale  ad  ^ (u" — u)y' — -Sy  Su, 

E area  della  figura  anzidetta , supposto  di  n lati  la  cor- 
rispondente porzione  del  poligono,  risulterà 

{ 2 «) y—  SySu)  ; 

2 n+i'  ' 

e però  sarà  eguale  anco  ad 

\ 2 («"—  n)  y’-- (. rw-,  A «,)■ 

£ r+i  A 
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Il  poligono  sia  rientrante^  cioè  sia  y„t  —fi 
u„+l  —u,  ; e l’area  della  figura  racchiusa  da  esso,  cioè 
la  così  detta  area  del  poligono  medesimo , risulterà 

Lì(u"-u)y. 

an+i 

Ragionando  analogamente,  trovasi  quest’area  eguale 
anco  ad 

^ (S'-y)n'.  ' 

3*4-1 

Similmente,  per  essere  l’area  di  quel  triangolo , 
«die  La  il  vertice  nella  origine  delle  coordinate  e per 
base  il  lato  lx , eguale  evidentemente  ad 

— — -y'-  « e però  ad  ^ {y^n  — «Ay), 

i i 

sarà  -Z(ybu  — uA/) 

la  somma  delle  aree  dei  triangoli  aventi  tutti  i vertici 
nella  origine  delle  coordinate  e per  basi  ordinatamente 
i lati  /,,  /,, 

Se  la  origine  delle  coordinate  sarà  nello  stesso 
primo  termine  del  lato  /, , la  quantità 

| I 

— 2 (j'Au  — uày) 

esprimerà  l’area  della  figura  racchiusa  dai  lati  , /, , 
lx.t  del  poligono  insieme  alla  retta  avente  i ter- 
mini in  comune  con  esso. 

Si  denominino  p,  q le  coordinate  rettangole  di 
quella  retta,  nella  quale  vi  è il  lato  lx , e sia  essa  rap- 
presentata colla  equazione 

dove  a' , b'  esprimono  i suoi  parametri  ordinari. 
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Questo  retta , passando  pei  due  punti  termini  del 
lato  x esimo  , dà  le  due  equazioni 

y~ua'-\-b',  y'~u'  a'  -\-b' , 


le  quali  soimpinistrano  yu' — uy1  cioè  y Am — t‘&y 
eguale  ad  1 1' b — u b'  e però  a A'An;  e per  tonto  sarà 

'-ì(y\u  — u\y)='-Ìb'  Lu. 

E siccome  insieme  alla  equazione 

y — ua'~+-b'  lia  luogo  pure  la  y~ua-+-  h ; 

così  avrassi  o^bAb  + ìJ  cioè  u — — — ; e quindi 

A a 


T area  anzidetto  sarà  anco  eguale  a 

— - 2 6'  A ~ . 
a Aa 

Per  dare  un  esempio  delle  regole  di  poligonome- 
tria  esposte,  troviamo  le  coordinate  di  un  poligono 
cioè  le  sue  equazioni , supposto  dati  i lati  c gli  angoli 
esteriori  del  medesimo. 

Sia  mx  ossia  m l’angolo  esteriore  compreso  dal 
lato  l e dal  prolungarne  ito  dell’/':  si  avranno  le  due 
e. p azioni  per  sé  stesse  evidenti 

* a A Y 

Au  -t-A y — P,  — AAng.tong. 

La  seconda  di  queste  equazioni  dà  immediatamente 


tsy  — A u ■ tang.  a,  ove  a è posto  in  vece  di  — Zm  ; 
per  cui  colla  prima  si  hanno 

A '/  — / cos  a , Aj'  ~ / sen.  a; 
e conseguentemente  le  equazioni  del  poligono  saranno 
u — Z / cos.  a,y  — Zl  sen.  a, 
dove  le  primitive  indicate  sono  generali. 
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Il  poligono  sia  equilatero  ed  equiangolo:  sarà 
a — h — x ni , h costante  ; e però  avrassi 

u — ll  cos.  ( h — x ni) , y — l Z sen.  (li  — x ni) 


cioè  (5  455)  u — scn.(mx — h)-+-A 

a sen.  — 
a 

ed  y = cos.  (mx  — h)-t-B , 

a sen. — 
a 

ove  le  A,  B esprimono  le  due  costanti  arbitrarie  volute 
dalle  primitive  eseguite. 

Questi  valori  delle  u>y  somministrano  evidente- 
mente la  equazione 

,(u  — AY-*-(y  — Bf  — — 

4 sen.*  — 
a 

la  quale  significa,  che  i vertici  degli  angoli  del  poligono 

sono  tutti  nella  circonferenza  di  raggio  — - . 

ni 

2 son  — 

3 

I valori  delle  u,y,  trovati  per  un  poligono  qua- 
lunque, sostituiti  nella  espressione  -Z(ySu — u Ay) 

superiormente  esposta  danno  la 
1 > 

— -2(sei;.a£Zcos.<* — cos.  all  sen.  a)  l , 

cioè  l’area  del  poligono  eguale  ad  una  metà  della  pri- 
mitiva, annullatesi  colla  jr~  1 , del  prodotto  di  lx 
pel  polinomio 

(r-i  sen.(ax— }+/*_,, sen  t f|Z,  sen. («,—«,) 

ossia  pel 
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sen.m,., + ZM  sen.(/nx_,  + mM)+ +f,  scn.(mx., + ctx_,+ +">,); 

e però  l’arca  stessa  sarà  una  metà  della  primitiva  del 
polinomio  seguente 

lz  lr-i  sen  T^lx- , /,  sen  .7^7,.,  -4 r-/xZ,  sen./x/, , 

cioè  sarà  essa  eguale  ad  una  metà  della  somma  di  tutti 
i prodotti,  che  risultano,  moltiplicando  a due  a due  i 
lati  - — lx  pei  seni  degli  angoli  rispettivamente 

compresi  da  essi. 

5ao.  Ora  si  immagini  il  poligono  nello  spazio;  e si 
chiamino  ux  ,yx,  zx  o semplicemente  u,y,  z le  coor- 
dinate rettangole  del  primo  termine  del  suo  lato 
X esimo , che  denomineremo  lx  od  l. 

Questo  lato  sarà  evidentemente  eguale  a 

\/(l u •+■  ly  -t-  lz); 

e farà  cogli  assi  delle  ordinate  u,  y,  z angoli  aventi 
per  coseni 

Am  A y A z 

T’  T * T 5 

e però  il  coseno  dell’  angolo  compreso  dal  lato  lx  e dal 
prolungamento  dell’  lx+l  sarà 

(Au  • lu'-+-ly  • ly  + lz-  lz')  : II' , 
ed  il  seno 

l/((A«A*  y — l'ulyf  ■+-  (AuA’a — A'^Az)*  -+-  (A/A’z — A5  jAi)1)  :ll’ . 
Così  , l’ area  del  triangolo  compreso  dai  lati  lx , lx+l , 
essendo  ^ll'  sen.l  l'  cioè  il  prodotto  di-/Z'  pel  seno 
dianzi  trovato,  sarà  essa  anco  eguale  ad 
l/((A«A*  y — A*  uly)*  -t-  (lui1  s— A*  r/A;)*  -+-  (AyAJ  : — A*  yl  =)*). 
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5ai.  Si  denominino  p,  q,  rie  coordinate  rettangole 
di  un  punto  qualunque  del  piano  passante  pei  lati 
^x-+i  ! ® sia 

A p-*-Bq-t-Cr-+-Dz=.o 

la  sua  equazione;  ove  A,  B,  C,  D funzioni  della  x 
esprimono  i parametri  di  esso. 

Questi  parametri  soddisfaranno  le  tre  equazioni 
seguenti 

A u-t-By  4-Cz-+-  D zzo, 

A Au-*-B  Ay-b-CA  s — o, 

A A*n  B A*y  -+-  C A*s  ==  o, 
le  quali,  posto 

A = Ay  A*s  — A*y  A a = Ay  Ayx„  A ~ , 

As 

danno  Z?  rz:  A z A*  k — AszAw  — — A a A A —, 

A v 

C—AuA'y — A e 

Au  « 

Dz^zAyAtu+yAuA*zbuAzA*y-yAsA*n-zAuA*y-uAyAt  z. 

Essendo  A,B,C  i parametri  pel  piano,  che  passa 
pei  lati  lx,  l',  gli  analoghi  per  quello  passante  per  gli 
l"  saranno 

A',B\  C'  cioè  A-bAA,  B-+-AB,  C+iCi 

c però  il  seno  dell'angolo  diedro  compreso  da  questi 
due  piani  sarà 

\/((AAB — BAA)‘+{AAC — C\AY+(B\C — CAB)*)  : TT\ 

ove  T è posto  in  vece  di  [/(A1-*-  B*-+-  C*).  Ma  i valori 
degli  A,  B,  C danno 

A A — Ayò?  a — A a' A 3y,  AB—  A a' A3  ir  — A u'A3z , 

A C~  A u'A^y  — AyA3  «, 
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per  cui  risultano 
y/A B-B\A-P\z',  C\.4-A\CzP2>./,  BìkC-C\B=P£>.u'> 
ove  P esprime  il  sestinomio 

A u S’j'  A1  z -+-  A y A1  z A 3u  A z A *u  A3_y 

— A^A'uA3z — Art  A’zA3,)' — AzA>jyA3u; 
die  equivale  al 

A u Aj^A  z"-t-  A s'A  A z A u’  \y 

— Ay  A u'A  z" — A a A z' isy" — A z A/' A u" , 

adunque  il  seno  anzidetto  sarà  anco  espresso  da 
PI':  TT'. 

Si  rifletta  , che , la  quantità  ÌT  rappresenta  il 
doppio  dell’  area  di  quel  triangolo,  che  è compreso  dai 
lati  l,  l'  del  poligono,  e la  P il  sestuplo  del  volume  di 
quella  piramide  triangolate  avente  fra  gli  spigoli  /,  l',  V'. 

Ammessa  quest’  ultima  proprietà , che  discende 
immediatamente  dalla  espressione,  del  volume  di  una 
piramide  triangolare,  formata  colle  coordinate  dei  ver- 
tici degli  angoli  di  essa,  si  può  avere  l’espressione  del 
seno,  dianzi  trovata,  col  metodo  seguente. 

Si  chiami  (p  l’ angolo  di  cui  si  parla  : evidente- 
mente si  ha 

P~l  l’ l"  sen./  l' sen ./'  l"sen.(p, 
ed  anco  l V sen  Jf  ■ l' l"  sen.  FI  =.TT' 
ossia  l V l"  sen.T Futa.  H'~TT'  : l'  ; 
adunque  sarà 
TT' 

P—  — p-sen.0,  cioè  Kn.<p  — Pl'  : TV 
come  si  è trovato  sopra. 

Se  il  poligono  sarà  piano,  risulterà  (p~o,  qualun- 
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que  sia  jr,  e però  le  coordinate  di  esso  renderanno  P 
nullo,  cioè  avrà  luogo  la  equazione 

A u A %y  A'*  3 -i-  Sy  A*  s A3  u -4-  A z S*  u A ?y 

— ùy  AJ«  A3z  — A u A’z  ò?y  — A z A a_y  A3u  = o. 

Reciprocamente,  se  lia  luogo  questa  equazione,  il  poli- 
gono sarà  piano.  Di  fatto,  il  sestinomio,  che  la  costi- 
tuisce, è equivalente  al  prodotto  di  tutte  le  quantità 

. Az 


A u,  A A u",  A A , A 

A u Su' 


Su 


Su 


nessuna  delle  quali,  eccettuata  l’ultima,  può  eguagliarsi 
a zero  per  soddisfarla,  senza  una  evidente  contraddi- 
zione; e però  la  medesima  equazione  equivarrà  alla 
seguente 

A-^=o 

A —■ 

Su 

cioè  alla  z — ni  u — ny — h — o,  dove  le  m,n,h  sono 
costanti  rispetto  alla  x;  vale  a dire,  essendo  P—  o,  i 
vertici  degli  angoli  del  poligono  esisteranno  tutti  in 
uno  stesso  piano. 

5aa.  Passo  ad  esporre  le  equazioni  tra  le  coordinate 
(lei  vertici  degli  angoli  di  un  poligono,  le  quali  rappre- 
sentano quelle  proprietà,  che  si  debbono  verificare, 
affinché  il  poligono  rimanga  lo  stesso,  mentre  cambia 
di  posizione. 

Perchè  un  poligono  rimanga  lo  stesso,  mentre 
cambia  di  posizione,  è necessario  e sufficiente,  che  ri- 
mangono invariabili  le  successive  piramidi  triangolari 
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aventi  fra  gli  spigoli  loro  ordinatamente  i lati  del 

poligono  /3;  l3,  /4;  /3,  /4,  /s; cioè  che 

rimanga  invariabile  quella,  fra  i cui  spigoli  vi  sono  i 
lati  lx,  lx+l,  1X+J,  qualunque  sia  l’x. 

Questa  piramide,  avendo  i vertici  degli  angoli  nei 
punti  corrispondenti  alle  coordinate  u,jr,  z-,  u',y,  */; 
u",y,zl'i  ha  li  sei  spigoli  evidente- 

mente eguali  a 

Au  -t-Ày-* -*-Az , Su’* -+-Sy‘ -t-Az' , Ai7'  -4-  Sy  -+•  A zT>  , 
(u"-u)‘+(y,,-y)1+(z"-z)t,  (/«'"- u'y+y" ~y)*+[z' "-z’)*, 
uY-*-(y"—y)'-+-(z,"—z)'-, 
c però  per  la  invariabilità  del  poligono  sarà  necessario  e 
sufficiente,  che  siano  nulle  le  variazioni  (553^6,  5gi)  di 
queste  sei  quantità  ; anzi,  siccome  la  seconda  e la  terza 
di  esse  sono  visibilmente  valori  conseguenti  della  pri- 
ma e la  quinta  della  quarta,  così  la  invariabilità  del 
poligono  sarà  rappresentata  dalle  sole  tre  equazioni 
seguenti 

(A  h ày  -t-  A z )’  — o, 

(K-  «)*•+-  (/'—  r)’-t-  (*"—  2)*)'=o, 

(fu"' — u)*-+~  (y" — yY~*~  (z'"—  z)*)‘~  o. 

Onde  avere  tre  equazioni  semplici  ed  equivalenti 
a quelle,  che  si  avrebbero,  sviluppando  queste  ultime, 
suppongami 

A il  -+-  Ay  -t-  A z —L,  A1u  -+-  A 2y  -+■  à~z  — M, 

A *«*-+-  &y  -i-  bPz  — N. 

Essendo  Ài?’ -+-  Aj^  -+-  A z'  — L',  ossia 
(A  « -t-  A’u)’-f- (A y A ,y)t-+- (A  z -t-  A*z)* zzL-t-AL, 

si  lia  la  equazione 
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A u A*  u -+-  Sy  A *y  -+-  A z A*z  = — A L — - M, 

a 2 

la  quale  dà 

(AJu+A3u)Au'+(A'iy+AV)Ar,+(A’*+A3z)A*,=  - AL'--  M' 

2 2 

dalla  quale,  sottratta  la  medesima  dianzi  trovata , ot- 
tiensi  la 

A3u  A u'- 1- A*^A r'-+-  A3z A z'  = - A*Z — i \M — ilf. 

2 a 

Ciò  premesso,  osservisi,  die 

(u" — u.y-*-(y — <y)J-4-(z" — zj*  ossia 

< 

(a  A«-*-Aa«)*-*-(2  A^-j-A1,/)’-»-  (a  Az-4-Ajz)’  è eguale  a 
4£-+-A/h-4(Ah  A’u  -1-  Aj  Aaj<  -+- As  A*z)  ; e si  avrà 

K—  (r"— r)a-+-  (*"—  *)*=  4 L ■+-  4 (£ .+-  A£) 

ossia  a ^(L-ì-IJ)-+-  M. 

Cosi,  per  essere  (u"' — u)2-t-(y" — y2-+-y» — zy  ossia 

(5  A u'-h  A3u)*-4-  (3  &y-+-  A3/)*-*-  (5  A z'-+-  A3z)>  eguale  a 

9 L'-\-  N-\-  6 ( A3u  A u'-h-  A3^  hy~t-  A 3z  A z')  a vrassi 

(y"—yfMz'"—  z)» 

=r  9Z/-+-ÌV-4-6  (jA'I-Ia^-J)/] 

ovvero  eguale  a 3 (£-f-  L'-¥~L")  — JV. 

Quindi,  la  invariabilità  di  cui  si  parla,  sarà  rappresen- 
tabile colle  tre  equazioni 

ì — o,  4 (Z-4— Z^-4- 3/nr o, 

5 (Z.-+-  Z'-h  Z")  — 3 (hf-f-  yf/')  -4-  o, 

cioè  colle  semplici 

L — O,  ik—o,  fi— o; 

Jom.  II.  a8 
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vale  a dire  colle  seguenti 

A 11  A u + + i z A z ~ o, 

A*ti  A’u  A %y  A*/  -+-  A’s  A*z  ~ o, 

A 3u  A3ù  A3j^  A3_/  -h  A3s  A3z  = o. 

E queste  sono  appunto  le  equazioni  tra  le  u,  y,  z,  e le 
u,y,  z loro  variazioni,  usate  da  me  in  varie  occasioni 
per  rappresentare  la  invariabilità  della  figura  di  un 
sistema  qualsivoglia. 

Se  col  cambiare  posto  del  poligono,  dovessero 
rimanere  invariabili  le  sole  lunghezze  dei  lati,  avreb- 
besi  la  sola  prima  delle  tre  equazioni  qui  esposte;  e se 
dovessero  rimanere  invariabili  i lati  c gli  angoli,  si 
avrebbero  le  due  prime,  cioè  le  variazioni  u,y,  z do- 
vrebbero avere  le  proprietà  rappresentate  colle  due 
equazioni 

AuAÙ-t-AyAj-t-AiAÌmo,  A*it A'ù-f-Ay AV-t-A*sA*  imo. 

5a3.  Alle  tre  equazioni  trovate  nel  paragrafo  ante- 
cedente, per  esprimere  la  invariabilità  di  un  poligono, 
si  possono  sostituire  le  loro  primitive;  vediamo  per 
tanto  come  trovarle,  anzi  troviamole  effettivamente. 

l’er  semplicità  di  calcolo  useremo  le  u,y,  z,  ìt,y,  z 
ordinatamente  in  vece  delle  differenze  Au,  A y,  A z, 
Alt,  Ay,  As;  per  cui  le  tie  equazioni  a trattarsi  saranno 

uù-*-yy-*-zz=:o, 

A n A [t-*-A<yAij'-4-AzAzmo, 

A*u  A* it -4-  A *y  A *y  +A,jA,i~o. 

Essendo  Aumii' — u,  AÙmit' — ù, , la  seconda 

equivale  alla 

u'u'-t-y'jr-*-  di! — u it' — y y1 — z z' 
et  it  -+-yy  z z — tt'tt  — -y’y  — z'z  m o, 
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la  quale,  per  la  prima  e la  conseguente  della  prima 
stessa,  si  riduce 

m u'-v-y  y z zl-y-  u'u-i-y'y  -+.  z’z  — o. 

Così  per  essere  — — 

A*m  = u" — a u'-f~  ii,  A1  ii  — ù" — a ii'-+-  ù, 

la  terza  delle  medesime  tre  equivale  alla 
u"ù’,-i-y"y"~^-z!tz" — 4 {ul‘u'-*~yJy,-+-z>  zr)-t-uu-t-yy-t-z  z 
- 2(uu'+yy>+  z z'+  u'ù  +y'y  + z’z  + u'ù"+ y'y’f+  z'z"+  u"ù'+y"y,+z"z') 
-+- 11  u'"-+-yy"-*~  z z"'-+-  u"u  -i -y"y  -+■  z"z  — o, 
che  per  la  prima  di  esse  e le  sue  conseguenti  del  primo 
e second  ordine,  e per  la  dianzi  trovata  e la  sua  prima 
conseguente,  si  riduce  evidentemente 


u ù"-+-yy"-+-  z z"-t-  « u"-<- yy"-+-  z z"=  o. 

Vale  a dire,  le  tre  equazioni  di  cui  si  cercano  le  primi- 
tive equivalgono  alle  tre  seguenti 

u li  -t -yy  z z — o, 

u ii1  -+-yy'  -4 -z‘z'  it  u'  -t-yy'  + zs'  = o, 

u ù"-i-y'y"-ir-  z z"-+-  ii  u"-+-  yy"-+-zz"—  o. 

Nella  seconda  e terza  di  queste  equazioni  pon- 
gasi per  u il  suo  valore  cavato  dalla  prima,  che  è 

— ^ y — - z,  e per  conseguenza  in  luogo  delle  ù',  ù" 

si  pongano  le  - ^ y’  - ^ ’zf,  - ^ z"  J ed 

eseguite  alcune  facili  riduzioni  si  avranno  le  due 

A^.aÙa-.aLo, 

■*  u u 


u 

z 


u 

‘z’ 


A^A^-s.A^.A^-4-A-  ■A^+a1a-  = o. 
u,  u!  u!  u u u’  u'  u 
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Cosi,  ponendo  nella  seconda  di  queste  ultime  in  vece 
A -h  . 

di  A — il  suo  valore — • A-,  cavato  dalla  prima  di 

“ • u 


esse,  si  ha  la 


la  quale  equivale  alla  seguente 


u u 


che  non  può  soddisfarsi  collo  annullare  il  suo  primo 
fattole;  e però  sarà 


u 


equazione  che  somministra  immediatamente 
z—bu  — a y, 

ove  a,  b esprimono  due  costanti  arbitrarie. 

Questo  valore  della  z posto  nella  equazione 

^.aÌUa^.A^o 

u u u u 

sopra  travata  dà  la 

A — • A — — a A - • A - = o,  ossia  A — = a A — ; 

u u u u u u 

e però  sarà 

y — az — cu, 
c altra  costante  arbitraria. 
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In  ultimo,  questi  valori  delle  z,  y sostituiti  nella 
equazione  uù-y-yy- y-zz~o,  riducono  essa  alla 
uà  — cuy-y-buz~o,  dalla  quale  bassi 

uzzcy  — b z. 

Ora  nelle  tre  primitive  trovate,  si  pongano  le  differen- 
ze A u,  A y,  A z,  A ti,  A y,  A s onlinatamente  in  vece 
delle  quantità  u,  y,  z,  ù,  y,  z ; e si  avranno  le 

Az~òAu — a\y,  ky—a\z — cAu,  Au=cA y — b Az, 
le  quali  somministrano 

ù — cy — bz-y-h,  y—az — cu-y-k,  z—bu — ay-t-l, 

dove  le  h,  k,  l esprimono  altre  tre  costanti  arbitrarie. 

Concludiamo  per  tanto,  cbe  la  invariabilità  del 
poligono  sarà  rappresentabile  anco  con  queste  tre  ul- 
time equazioni  trovate,  essendo  esse  le  primitive  com- 
plete delle  tre  ottenute  scrivendo  tale  proprietà. 

Questo  sarebbe  il  luogo  di  porre  la  trattazione 
dei  poliedri  analoga  alla  esposta  pei  poligoni , ma  sic- 
come poco  di  interessante  si  può  con  essa  conseguire, 
senza  individuare  almeno  la  specie  delle  faccie  loro, 
così  la  ommetto. 

LEZIONE  IX. 

Dei  massimi  e minimi  valori  delle  primitive  finite 
estese  tra  limiti  dati. 

5a4-  La  f rappresenti  una  data  funzione  delle  quantità 

x, y,  u, A y,  Au, Aa^,  A*«, 

ove  1 ey,  u, esprimono  funzioni  indeterminate  del- 

la x : cerchiamo  quelle  funzioni  della  x , cbe  sono  i 
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valori  delle  j',,  ux, corrispondenti  al  massimo  o 

minimo  della  primitiva  2 /. 

Il 

Nella  funzione  f si  pongano  in  vece  delle  y,  u, - — 
le  loro  variate 


-vy  -t y -4-ecc, , u-t-v  u-i u- 


-ecc. , — ■ 


. i#-  ..  ... 

($  3^3)  ed  avrassi  /-+-v/-t-— /-f-ecc.,  dove  f,f,- — 
sono  le  variazioni  totali  della  f,  e però 
f=f'(y)y-4-f’fiy)  Aj  -+-/'(A*y)  A*>-+-  ecc. 

-4- /'(li)  u -+- /'(Au)  Au  /'(A*  u)  A*  u -4-  ecc.  -+-  ecc  ; 
e conseguentemente  ($  4,a)  pe*  valori  richiesti  delle 

i . 

y,  u,  — - dovrà  essere  2 f nulla,  qualunque  siano  le 

n 

variazioni  y,  il,  - - -. 

Ma  dal  § 4^7  s>  l>a 

2 /=£  (F/h-  lfù-t-ecc.)-t-Bn — R, , 

ore  F =/'Cr)*—  A/'(Aj)x_,-4-A'/'(A*^)m— ecc., 
£/  =/'(«),— A/'  (Au^-j-A'/'fA*  u)^— ecc. 


I . * . 1,1. 

ed  fcr  Fy-t-  FA/-4-ecc.-4-  Uu-t-U Au-4-ecc.-4-ecc-,  posto 

-i-A/  '(A’yUs+ecc  — F,  /'(Ai»),»I-A/,(A,«)M+ecc.=Zr, 

f'{  A*y)*-i  -ecc.—  F , /'(A'w)*., -ecc.~U, 

— J 

adunque  pel  $ 4°6  si  avranno  le  due  equazioni 
Yy-\-Uu-¥~e cc.rzo,  /?, — fl,z:o. 

I.a  prima  di  queste  due  ultime  equazioni  sussistendo, 
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qualunque  siauo  y,  «,  — - , si  decompone  nelle  se- 
guenti Y— o,  U—O, ; vale  a dire,  le  funzioni 

della  x valori  delle  y,  u,  - - -,  che  rendono  massima 
o minima  la  primitiva  della  f estesa  dalla  x=i  alla 
x~n  , saranno  tra  quelle  soddisfacenti  le  equazioni 
/'&)—  VWU,  +A'/'(iVU  — ecc.=  o , 
/'(“)  — S/'(Su)x.t  -+-A*/'(-^  — ecc.  = o , 

che  sono  tante, quante  le  funzioni  richieste yx,  ux,-~-. 
Dimodoché,  trovate  le  primitive  complete  ($  fioq) 
di  queste  equazioni , e determinate  le  costanti  talmente 
da  soddisfare  la  R„ — Rr~o  non  che  le  oltre  condi- 
zioni , che  possono  essere  date  pei  limiti  della  primiti- 
• » 

va  2 f,  avransi  gli  individuati  valori  richiesti  delle 

n 

y,  u, . 

5a5.  Se  i valori  delle  y,  u, dovessero  essere  tra 

quelli,  che  soddisfanno  date  equazioni , per  esempio  la 

F(x,y,  - -)  = o,  avrebbesi  tra  le  y,  ù, la 

nuovn  relazione 

F'(y)’y  -+-  F'(u)!i  -+-  ecc.  = o , 

la  quale,  combinata  colla  Yy  •+-  Uù  -t-ecc.~o , in 

modo  da  eliminare  una  delle  ù,y, , ad  esempio 

la  -,  dà 

( UF'(y)  — YF'(u))  y-*-e oc.  = o ; 

e però  i valori  richiesti  per  le  yx , um , - - - saranno 
tra  quelli  soddisfacenti  le  equazioni 

F(x,y,  «,  - - -)  = o,  UF>(y)—YF'(u)=o, 

Se  la  equazione  F~o  contenesse  anco  le  difierenze 

delle  y,  u, per  esempio  fosse 

F{x,y,  ii, Sy,  Su, , )=n: 
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tratterebbe*!  la  quantità  f-4-lF,  ove  X esprime  una 
funzione  della  x,  come  sopra  si  è trattata  la  semplice  f, 
e ($  4 * 3)  si  troverebbero  le  equazioni 

F-+-(F)  = o,  U~^{U)  — o, 

dove  (F)=XF'(r)— A(XF'(A7))^,  -t-ecc., 

(U)=XF'(u)  - A^XF'fAnl^.-Hecc. , - - 

Vale  a dire,  i valori  delle y,  u,  --  - sarebbero  tra 
quelli  soddisfacenti  l’attuale  equazione  F—O  e la  ri- 
sultante che  ottiensi  eliminando  la  X dalle  ultime  qui 
trovate. 

Così , se  i valori  delle  y,  a, dovessero  essere 

tra  quelli,  che  rendono  le  primitive 

I 

X^(x,y,  u, \y,  Am, ), 

m 

Xi[x,y,  u, Ay,  Au, ), 

a 

eguali  ordinatamente  a costanti  date  M,  N, ; essi 

sarebbero  tra  quelli , che  renderebbero  massima  o mi- 
nima lu  primitiva  seguente 

2 (/-+-  atjj  fi  i -♦-  ecc.) , 

n 

dove  a,  (}, sono  costanti  ; cioè  soddisfarebbero  le 

equazioni 

F-+-o-  (vZ')y-i-/?  • (4)y-»-ecc.  = o, 

U-*-a-  (y)u-t-P-  (l)n  -t-ecc,  =o, 

ove  (i/')y  = fllyìx  — A^(A/),_,  -4-  ecc. , 

('/')u  = <y(  I‘ìx  — A^(  A u)e_,  -+-  ecc. , 

(i)y=i'ly)0— '&i'(&y)*.t  -+-ecc. , 

(i)«'=  4'(u),— -Ai^Au^.-f-ecc., 


Digitized  by  Google 


DI  CALCOLO  SUBLIME 


44  « 

Non  parlo  delle  equazioni , cbe  limino  luogo  pei 
limiti  delle  primitive,  uè  delle  condizioni  o criterj  per 
distinguere  i massimi  dai  minimi,  perché  o non  presen- 
tano difficoltà  o sono  analoghe  adatto  a quelle  esposte 
nella  lezione  V della  Parte  IX, 

5a6.  Farò  due  esempj  : primieramente  troverò  il  po- 
ligono piano  della  massima  area  , tra  quelli  di  lati  ri- 
spettivamente dati. 

Denominai  u,y  le  coordinate  rettangole  del  primo 
termine  di  lx , lato  x esimo:  l’area  del  poligono  sarà  la 

primitiva  Z^yAu-t--AyAuj  estesa  conveniente- 
mente (S  519),  ed  lx  sarà  eguale  a \/[Sju  -t-  Ay). 

Si  debbono  trovare  quei  valori  delle  che 

rendano  massima  la  Z^yAu  A y A uj , e clic  sono 

tra  quelli  pei  quali  la  l/(Ait  -+-A y ) eguagliala  ls  data, 
ricerca  che  è un  caso  particolare  della  esposta  al  prin- 
cipio del  paragrafo  antecedente.  La  funzione  a conside- 
rarsi sarà 

y A u •+■ i A y A u -+-  X Alt  -+-  À y‘ ), 

ove  la  X esprime  una  funzione  qualunque  della  x. 

Evidentemente  le  equazioni  alle  differenze  finite, 
olle  quali  dovranno  soddisfare  le  u,y,  saranno 

— -A(pr-t-lAy-i-lAu:l')s.l=o,  Au— A(^Au-t-?.Ay:/)r_— o. 

La  prima  dà  immediatamente 

y-*--Ay-*-X—=a, 

a costante  arbitraria:  la  seconda  evidentemente  ridu- 
cesi  alla  A ^»«*+1 — ^Ai<  — XAy’.l'j—o, 
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la  quale  somministra  « + -4b  — b altra  co- 

stante  arbitraria.  Vale  a dire,  le  funzioni  della  x valori 
richiesti  delle  u,y  dovranno  soddisfare  le  due  equazioni 
seguenti 

A m A y 

ay-*- Ay-*-  aX—^ -=ia,  JB+ia  — aX-~  — ab. 


Si  moltiplichino  i membri  della  prima  per  A y e 
quelli  della  seconda  per  A u,  e somminsi  i corrispon- 
denti membri  delle  risultanti;  ed  avrassi  la 


a y A y -t-4y-Mi/iu4-4u~m  A y 


ab  Au, 


ossia  A y* — aaAy-t-  A u* — a h A it  — o, 
la  quale  dà  immediatamente  la  seguente 
(u  — àf-t-(y — b)*=  c*, 

ove  c*  esprime  una  nuova  costante  arbitraria. 

Quest’ ultima  equazione  insegna,  che,  i vertici  de- 
gli angoli  del  poligono  richiesto,  debbono  essere  in  una 
stessa  circonferenza  ; ed  essa  medesima  combinata  colla 
data 

57 « -+-  A y ~ P, 

darà  il  poligono  stesso. 

Per  avere  effettivamente  le  ux , yx,  suppongasi 
u—b-t-ccos.t,  ed  y — a-t-c»en.l , 

ove  t esprima  una  nuova  funzione  della  jr;  e la  equa- 
zione trovata  rimarrà  per  sè  stessa  soddisfatta , e la 
Au  -+-  A>-  — P ridurrassi  alla 

4c*sen.*  — — /*,  la  quale  dà  AiiziaAng.sen.— , 
e conseguentemente  /,=  aiAng.sen.^-;-«-A,  k costante. 


t 
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u9  = b -f-  c cos.  ^ 2 2 A ng. seri . — k j , 

ed  ya  — a-*-c  sen. (3  2 Ang.sen.j--*-Arj. 

Unicamente  per  mostrare  come  anco  nel  calcolo 
delle  differenze  finite  si  possono  eseguire  trasforma- 
zioni di  equazioni  algebraiclie , che  introducono  quan- 
tità trascendenti  circolari,  troverò  altrimenti  le  primi- 
tive delle  due  equazioni 

(« — l>f-+-(y — «)*—  e*,  Au-+-  Xy'=.P, 

ossia  delle  -t-  41 — c*,  + À~4*—  l*  loro  equiva- 

lenti, supposto  (i—u  — b,  e i—y — a. 

La  seconda  di  queste  due  equazioni  equivale  alla 

il1—  a 4 4'-+-  ll—  l1, 

ove  le  esprimono  fi,+1,  4,+,,  la  quale  dà 

pi/z'-+-44'— c* — ^ l1  per  essere  n1-*-i1=x:1,  j1'1-*-?1 — '•*  ; 
e però  sarà 

({»*■+■  i1)  il1)  — (p  i 4')*=  c<—  (c*—  ^ 

cioè  (fi  il—  4 fi')*  = lr  (4  c* — P) 

4 

ossia  u 4' — ln'=  ^1/(4  c* — P); 
e conseguentemente  avrassi  la  equazione 
(ij'— iji'  _ 1 1/(4  ca — /») 
un'-*- li'  a cl—P 

Ma  il  primo  membro  di  questa  equazione  visibilmente 
è la  tangente  dell’  angolo  seguente 
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Ang.  tang.  —t  — Ang.  tang.  — cioè  della  A Ang.  tang. 
adunque  essa  equivarrà  alla 

tang.  A Ang.  tang.  - — 

la  quale  somministra 

Al  . 4 A A /|/(4  c» — /*) 

A Ang.  tang.  - =Ang.  tang.  -v  - , ossia 

A Ang.  tang.  - — a Ang.  sen.  — ; 

(i  ac 

e quindi  sarà 

y — a — (u — £>)tang.  ^aSAng.sen.  — -t-Aj. 

Quest’  ultima  equazione,  combinata  colla 
(«  — h)*-t-(y — n)1  — c*, 

evidentemente  dà  per  le  u x, y x gli  stessi  valori  trovati 
superiormente. 

Un’altra  osservazione  relativa  alla  pi-esente  pro- 
posizione si  è,  elle  la  sostituzione  dei  valori  delle  u,y 
nell’ima  o nell’altra  delle  due  equazioni  alle  differenze 
prime  trovate  somministra  la  seguente 
4X*h-/*=4c*; 

e però,  se  una  delle  quantità  X,  l sarà  costante,  tale 
sarà  pure  l’altra. 

Per  esempio,  se  il  poligono  richiesto  fosse  quello 
della  massima  nrea  fra  gli  isoperimetri,  la  quantità  a 
considerarsi  sarebbe 

^A/<-+-  ^ A y • Aii+1  l/(Au  -+-  Ay  ), 

ove  la  X esprime  una  costante;  e però  esso  sarebbe  in- 
scrivibile in  una  circonferenza,  ed  avrebbe  i lati  tra 
loro  eguali,  cioè  sarebbe  regolare. 
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In  secondo  luogo,  parlerò  del  poligono  di  minima 
lunghezza,  in  generale  a doppia  inflessione,  fra  quelli 
esistenti  interamente  nelle  faccie  di  un  poliedro  ed 
aventi  i termini  comuni. 

Le  ux  , yx , zx  esprimano  le  coordinate  rettangole 
del  primo  termine  di  /x,  lato  x esimo  del  poligono;  e 
p,  q,  r siano  le  coordinate  di  un  punto  qualunque  di 
quella  retta  di  cui  è parte  lo  spigolo  del  poliedro , nel 
quale  vi  è il  punto  corrispondente  alle  coordinate 
u,y,z  ossia  il  vertice  di  un  angolo  del  poligono;  e siano 
q—pas-*-bx,  rz=.pcx-\-dx  le  equazioni  di  essa:  evi- 
dentemente si  avranno  le  due  particolari  equazioni 
JTX  — uxax-+-bx,  zx—  nx  cx dx ; 
e però,  per  le  ux,  yx,  zT  coordinate  del  poligono,  dovrà 
essere  minimala  2 ^'(Au-t-Aj'-t-As)  estesa  conve- 
nientemente, ed  anco  dovranno  essere  soddisfatte  le 
due  equazioni  qui  esposte  ; vale  a dire , la  quantità  a 
considerarsi  sarà  la  seguente 

\z)-t-X(y — au  — ò)-t-d(z  — cu  — d), 

dove  X,  d esprimono  due  funzioni  della  x. 

Questa  quantità  somministra  le  tre  equazioni 

o X — i — c d ~ f—  A ^ ^ — o, 

l=° 

dalle  quali,  eliminando  le  X,  à,  si  desume  la  seguente 

A « . A y A s 

A -j-  -+-  ax+ 1 A ^ c^,  A ^ — o, 

che  combinata  colle  due  date 

y — au — b—  o,  z — cu — d~ o, 
darà  le  coordinate  u,y,z  cioè  le  equazioni  del  poligono. 


LEZIONI 


446 

Se  nelle  rette  rappresentate  colle  equazioni , che 
si  hanno,  variando  x nelle  due 

o,  r*™  rf^™0, 

vi  fossero  i lati  di  un  dato  poligono,  le  tre  ultime 
equazioni  esposte,  competerebbero  al  poligono  di  mini- 
ma lunghezza,  fra  gli  inscrivibili  nel  dato  medesimo, 

LEZIONE  X. 

Delle  primitive  delle  equazioni 
alle  differenze  parziali. 

52-j.  Una  equazione,  le  cui  conseguenti  parziali  si 
possano  combinale  con  essa,  se  occorre,  in  modo  di 
ottenerne  una  data  alle  differenze  parziali , si  chiama 
primitiva  di  questa;  e se  in  essa  vi  sono  tante  funzioni 
arbitrarie  delle  variabili,  quanto  l’ordine  suo  differisce 
da  quello  della  data  , o meglio  sia  essa  desumibile  da 
questa  senza  nessuna  limitazione,  si  chiama  primitiva 
generale  ; e se  vi  sono  tante  costanti  arbitrarie  meno 
una , quanti  binari  si  possono  fare  con  queste  funzio- 
ni aumentate  di  due,  chiamasi  primitiva  completa. 
Quando  poi  una  primitiva  si  possa  desumere  o da  una 
completa  collo  individuare  costanti  arbitrarie,  o dalla 
generale  collo  individuare  affatto  le  funzioni  arbitrarie, 
si  chiama  primitiva  particolare.  Le  altre  specie  di  pri- 
mitive che  esistono  per  alcune  equazioni  alle  differenze 
parziali,  si  chiamano  primitive  singolari. 

Si  avranno  di  mira  segnatamente  le  primitive  ge- 
nerali formate  colle  sole  variabili  di  quelle  equazioni , 
che  si  chiamano  lineari  o di  primo  grado,  la  cui  forma 
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è la  seguente 

A s,+l> , -+-  B ;x+1>  y -+-  eoe.' 

~*-Cz jr,y+, -+-Z?  zx+I|  y+,-t- ecc. 

-+-^zx,y+.  *+- ere- 

dove  le  y/,  C,  B,  D,  E, ^ coefficienti’  sono  o co- 

stanti o funzioni  delle  sole  x,  y variabili  indipendenti. 

5a8.  In  primo  luogo,  si  voglia  la  primitiva  della 
equazione  del  primo  ordine 

Azx+ i,y  Bzx, y>t  z*,y  — 0 > 

ove  A e B sono  costanti. 

Si  supponga  zXi  y—  A~*  B~J  tXt  ,,  dove  t esprime 
una  funzione  incognita  delle  x,  y;  e la  equazione  pro- 
posta si  ridurrà  alla 

**+i,y  lx, y+i  *+*  lx,  y — ° ossia  fx+I,y  — Ay  *x,y  » 

la  quale  dà  le  seguenti 

Cr,y  = ^x- 1 ,y  » *x-i  ,y  — ^ C--»,y  > («n,y  — ^ ^m.y  » 

che  somministrano 

*x,yr  — -à Cvi.y  — -à1  ^r-j, y — A3  tg- 3, y — " 

cioè  tX)y  — \y~mtmìy, 

ove  l’m  indica  un  numero  intero;  e però  la  primitiva 
richiesta  sarà 

zXty-=A-*B~li%-mtmty  ovvero  zXty=zJm'xB-yà^'mByzmi y , 
per  essere 

*«,y  —A  mB~y tmy  cioè  tmiy~ Am  Bpy zm>y . 

Così,  supponendo  z,iy=g**  A**  4x>y , dove  g= — 
A— — B,  e la  4 esprime  un’altra  funzione  incognita 
delle  x,  y,  la  equazione  proposta  dà  la 
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4r+.,y  — — 4r,J=0  OTVerO  4-,y  = ^*4r,J-, 
e però  4x,  y — A J“* 4,, „ , 

ove  l’n  indica  un  altro  numero  intero.  Quindi  la  ri- 
chiesta primitiva  sarà  anco 

zTt,=  g-*h-y ùfi,,.  ossia  zx,y=g^h^à 
per  essere  zx,n=g‘x  • 

Se  nelle  due  primitive  trovate  si  fanno  m,  n nulli, 
si  hanno  le 

Wz0ìy,  zXt  y=g-*h-y*ìg*zXi0, 
le  quali  somministrano  ($  449) 

Zr.y—A  T^HTzo,jix — xBT  I*o,y+«-i~t-~~  ao,y+»-i  — so,y)  » 

cioè  le  primitive  della  attuale  proposta  equazione  scritte 
come  si  hanno  coi  metodi  comunemente  usati. 

Le  stesse  primitive  esposte  si  terranno  talvolta 
scritte  nei  modi  seguenti 

zx,y=A-*B-J**"*<p(y),  zm,j=.f*h1  VpiHx), 

dove  le  (p{y) , rp(x)  esprimono  due  funzioni  arbitrarie 
rispettivamente  delle  y,  x. 

Evidentemente  alla  equazione  proposta  soddisfa 
anco  la 

zTiy~  A^B-yS™  <p(y)-+-g-T  hm-y  \l~m  ip(x). 

5^9.  In  secondo  luogo,  troviamo  la  primitiva  della 
stessa  equazione 

z*+i,  y — B zx,  y+i  •+* s»,  y = 0 » 
ove  però  A,  B siano  fuuzioni  qualsivogliono  delle  x,y. 
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Suppongasi  zXiy~^XiytXty,  e determinisi  la  0 in 
modo  di  soddisfare  la  equazione 

Bfir.y+i  Px,y  — ° > 
e la  proposta  si  ridurrà 

■dft*+i,y  ^r+t.y  ftx,y  Ay  *ar,y— — ° c*°^  G,y  — F(x)Sy  ?x-\,y' 
ove  /(x) =/?*_,,,  : A^t,yfiXìy. 

La  equazione  i./9x>y=:o  dà  (?r>y 

u ar<y 

ove  aXty  esprime  il  prodotto  B^y^-B^y^ 5x>m, 

ed  /»  un  numero  intero  ; e però  sarà 

F(x)=Ti-  • cioè  F(x)=Pf^f(x)-. 

^x-ity  ax-i,y  Px,m  Px>m 

la  f(x)  è posta  in  vece  di  «x>y  : Ax.lty(*x.Xly . 

Così,  la  equazione  trovata  tx> y — F(v)  \ tx-i,y 
somministra 

tX)y~F(x)\F(x- 1 ) AF(x-a)A ±F(n+i)\F(i*  +i)Mn>y, 

dove  n esprime  un  altro  numero  intero,  e le  x — n dif- 
ferenze indicate  sono  tutte  parziali  rispetto  alla  y. 

Sostituendo  in  quest’ ultima  equazione  per  F(x)  il 
suo  valore  dianzi  esposto , si  ha  * 

'*,y=^/(x)A/(x- . )A/(x-a)A~  - A/(n+a)  A/(n+  « )*/.,,  ; 
Px,m 

e conseguentemente  la  primitiva  richiesta  sarà 

Sx,y=-J A/(x- 1 )A/(x-a)A— 4/’(«+a)A/(n+I)A^Cr) 

^x-1,  y 

ove  la  (p{y)  funzione  arbitraria  è posta  in  vece  di 

P«,m ‘n,y  ossia  di  |9„, ra  j^2  cioè  di 
Pnt  y 

Quando  si  possa  fare  l’ n nullo , siccome  accade 
quasi  sempre , alla  primitiva  richiesta , e qui  trovata , 
Tom.  II.  39 
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si  può  dare  anco  la  forma  seguente 

zr,y=- A/(a)A/(i)A^) , 

dove  il  numero  delle  differenze  è x. 

Se  dopo  aver  fatto  nella  proposta  la  sostituzione 
di  Pt,yt*,y  in  vece  della  z,>y,  si  determinerò  la  $XtJ 
talmente  da  soddisfare  la  equazione 

jP,+ur*-P*.y=o>  »i  avrò  tr,y—  P(^)A,/Xly.,,  cioè 

0,y=P(^)APly-i)AP(/-a)A — APfrt+aJAPIn+iJAr,,,; 

dove  P{y)  esprime  — ftx.y-i  : ^x.y^x.y-i»  e f — n 
differenze  sono  parziali  rispetto  alla  x.  Ma  la  equazione 


&r,y  — 0 &r,y  — “ ■)*" 
1*»  y 


4 Pa i+i,y 

ove  (tXty  è posta  in  vece  del  prodotto 


■d*- i,y  ’ ^ r-*,  y 


--  A 


m,y  > 


per  cui  risulta 

P(j)-^p(y)  posto  - 
Pmty 

adunque  sarà 


—l‘T’By — =Plr)i 

Px.y-i  Dx,y-i 


tx,y  =*pip{y)  \p(y- 1 )Ap( j-a)A—  - Ap(n+2)  A/j(/i+  i )A^,,n  ; 

Pm.y 

vale  a dire  la  equazione  proposta  avrò  per  primitiva 
generale  anco  la  seguente 

sXly=—  ■■■  ty(y-i)Wy-i)\—-iipln+ì)ÙLp(n+i)\rP(x) , 

•"x,y-iPx,y-i 

ove  le  y — n differenze  sono  parziali  rispetto  alla  x, 
e la  tj/(x)  funzione  arbitraria  è posta  in  vece  di 
( — 1 )X  Px,  a sx,  » • 

Seia  f{y)  fosse  indipendente  dalla,/,  si  avrebbe 
la  equazione  . • 
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a. 


■™x-i,y+\  ax-i,y+i 


“x.y 


cioè  ^#.Iljd#.IlyiIflj+1  — ^x-t,y+i  ®x,y  ax-i,y+i  > 
la  quale,  per  la  sostituzione  del  valore  della  «Xjy, 
si  riduce  1 

■dx,y  R*+I,y  — Bx,y  -^x,y+i  • 

Così,  se  la  p(y)  fosse  indipendente  dalla  x,  avrebltesi  la 

•®x,y-i  Px+i,y  (lx,y-i  — Bx+i,y-i  Px,y  Px+t,y-i  » 
che  pel  significato  della  <1^  è equivalente  anch’essa  alla 
^x,yBx+l,y—  BXiyAx> y+I . 

Quando  la  ./"(or)  sia  indipendente  dalla  y,  la  priinu 
primitiva  esposta  si  riduce 

_/(x  - ' )/(x-a)  - - -/{a+a)/(« + 1 ) 


*»y- 


^x-uy  ax-i,y 


^-n${y)y  ossi“ 


“X.y  — -i À 7~r-r-.  per  essere  ■ 

'’x-i.y  '’x-a.y ^n,y  “n,y 

/(*— *)/(*--») /(n-f-a)/(n-+.i)  eguale  ad 

diviso  per  Ax~t,y  -dx-3,y  - - - Aniy(*Kly. 

Similmente,  quando  p(y)  sia  indipendente  dalla 
x,  la  seconda  primitiva  sopi-a  esposta  riducesi 

. _ Hf 


cioè 


■®x,y-i  llx,y-i 


piy- 1 )r(y-*y  - -p(n+*)p(n+ 1 )^-"^{x), 


(_,)»+ y-»A£-V(x) 


, essendo 


B*,y-i  ~ ^:r,n  kar,n 

ply-t)p(y-*)— p{n^)p(n+i)  eguale  a 1 P >x,y-. 
diviso  per  flx,y_3 #x,n«x,»- 


I 
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Per  fare  un  esempio  delle  primitive  generali , sia 

A—i,  e B~  — , cioè  si  voglia  la  primitiva  della 

JC 

equazione 

i 

*x+i,y  ~ *f,y+ 1 "+“  *4r,y  — °- 

Usando  la  prima  delle  due  primitive  esposte,  si  ha 
evidentemente  * 


— x'"^,  ed  f(x)—(^X  -j  (~“)y»  e Per^’  sa,’“ 


fi 

1 

v 

1 Al 

f^}yA— Al 

\x-il 

1 a 

L x-v  ' 

^n+a/  V 

ovvero  (J  44^) 

— ZÌ2^n':l~n(x-\)~m(nx~n<$(y+x-n)-Anx~n~l  <p{y+x-n-i)  + 
BnT-B-lgHy+x-n-i) +SngHy+t)±T<p(y)), 


dove  le  A,  B,  - - - S,  T esprimono  i coefficienti  della 
equazione 

a*-*—  A a?-*11  BaT-— re  Sa±  T=o 


avente  per  radici  ossia  per  valori  della  a i numeri 
ri,  n-+- 1,  n-¥- 1, x — i. 

Individuando  il  significato  della  (p(j •),  avransi 
primitive  particolari;  per  esempio,  supponendo  <p(y)~y 
e però  àrp(y)  — i,  si  ottiene  la  seguente 


cioè 


Vx-i  / 'x-2  / m+2  /\n  + i 

vale  a dire 

_ i-a-3  — (x-it— x)  ,_iVC_„ln,.m> 


Z*’y  (n  + i)(n  + a)  - - - (x -i)^  ^ 
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Ed  usando  l’altra  delle  due  primitive  generali  tro- 
vate, risulta 

x(—  1 )*  A(— x)  A(— x)A A(— x)A(— jr)At^r) 

ossia 

zX'jZ=. — x{ — if+y-"-'  Ax  AxA Ax  Ax  A^/(x) 

ove  le  differenze  sono  y — ne  tutte  palliali  rispetto 
alla  x. 

Fatta  per  esempio  if>[x)—x,  si  ha  evidentemente 

per  una  primitiva  particolare. 

Troverò  anco  la  primitiva  della  equazione 

x z*+i ,jr ■+■  J^x.y+i — (x-t-^-t-i)  zx,y  — ° > 


X _ V 

, /?—  , per  CUI 

x-+-y-Hi  x-t-y-t- 1 

è soddisfatta  la  condizione  AXtyBx+t)yXzBXly  AXly+l. 


la  quale  dà  A — — 

ddisfatta 
Essendo 


Ax-i,y  -4t-i,y  - - - A„t 


__  (-r-i)(j-2)' - - - n t 

y (•r+7Kx+^- 1 ) — (/+»+  li  • 


ed  a - 

n,y  iy+n)(y+n-i) (m+n+i)’ 


sarà  Ax.lty  Ax. J(y  — - - Aniy&niy  eguale  ad 
(x—i)(x—i) n{y—  i)(y— 2) m 


(x-t-^)(X7f-^—  I) (m-f-iw-i) 

questa  espressione,  facendo  in  essa  m = a,  che  è qui 
permesso,  si  riduce  alla 

(x — i)(x — 2) 3-2  • 

' ' “ ( — lY  "(«-+- a)  (n-+-i)n; 


(x-*-y)(x-*-y—i) y 

c conseguentemente  la  primitiva  richiesta  sani 
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{x+y){x+y-i)---y 

(x— i)(x  — a) .5  • a'  ' y 

ove  la  <p(y)  h posta  in  vece  di  ( — n(/j+i)(fi+a). 

Determiniamo  la  funzione  arbitraria  J> (.)')  tal- 
mente, cbe  la  primitiva  risultante  da  quest’ ultima 
esposta  abbia  qualche  speciale  proprietà  ; per  esempio , 
che  il  valore  della  sx,y  corrispondente  alla  x=ra  riesca 
?a-*-by,  dove  fi,  b sono  costanti. 

Facendo  x~  a nella  primitiva  generale,  si  ha 

e però  dovrà  essere 

irt-t-b  y 


AJ  "a5(tfrr  , 

■ y (r-MCr 

per  cui  la  richiesta  primitiva  sarà 
(x+y)(x+y-,)—y  f/Ar,  • 
(x-  .Hx-aj  - — 5 • à 11  \2a 


■a) 


(x-ij(. 

Ma  si  ha  ($  447) 

1 

• y yly+*){y+*) 


-7 — v — i+/,Ar 

y(y+')(y+*) 


(y^){y+ 


1 ). 

i.y+i)' 


e AJ'1 

^ (y+«)tr+a) 

adunque  la  primitiva  qui  richiesta  sarà 


_x(x-i)(x-a) a-i  (~i)r 

— tr+-r)(.r+*-i) — y a 

— (J-tX-g-a) a • » / 

(y+*){y+x-')~  -Ir*-*) 


zXtì  — nx-^-by. 

55o.  Ora  troviamo  la  primitiva  generale  della 
equazione 

fi  ~x+\,y  ^ zx,y+i  ~+_  zr,y  — 

qualunque  funzione  delle  r,  y siano  A,  B,  C. 

Ititengansi  le  denominazioni  usate  nel  paragrafo 
antecedente. 
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La  differenza  parziale  rispetto  alla  x della  quantità 

I / (a) 2 / (/i i)2 2/(x  — i)I/(x) ag ,yzx,y, 

ove  / (x)  — ■ , la  f ha  lo  stesso  significato,  che  ha 

J \xì 

nel  paragrafo  antecedente,  la  n esprime  un  intero,  e le 
x — n -+-  1 primitive  sono  particolari  e rispetto  alla  y, 
evidentemente  è eguale  a 

ll(n)ll(n+i)Z  - - - 2/(x-i)2;/(x)2;(x-t-i)a,+Iiy*,+Il, 

— 2/(«)2/(n-*-i)2 2/(x— i)2/(x)a,jyz,iy 

ossia  a 

2/(n)2/(n-s-i)2 2/(x—  i)2/(x)(2^asx+I,y-a5Xiy), 

e però  a 

2/(n)2/(«+i)2 2/(x-i)2/(x)2«(/fzx+Iiy-fiz,,y+1+*,iy), 

per  essere 

azx,y— ^yax,y+i  zx,y+i  — 2y<*z~2y(Z?fil zx,y  hi  azx ,})• 
Quindi,  per  la  proposta  equazione,  essendo 

■A  zx+\,y  — & zx,y-hi  zx,y 
eguale  alla  C,  sarà 

Ax2/(n)2/(n-+- 1)2 2 l(x — 1)  2 /(x)otx>yzXiy  eguale  a 

2/(n)2/(n-t-i)2  - - - 2/(x—  i)2f(x)2«C; 

e conscguentemente  avrassi,  per  primitiva  richiesta, 

zx,y  = &f(x  — 0 ±f(x  — a)  A - - - 

A /(n-t-i)A /(n)à2r2/(n)2/(n-f- 1)2 ll(x)2aC, 

ove  le  x — n-t-  1 differenze  sono  rispetto  alla  y,  come 
il  sono  le  x — n -t-  a primitive  particolari  indicate  dopo 
la  dichiarata  rispetto  alla  x,  la  quule  è generale. 
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Quando  si  possa  fare  l’nr=  i,  siccome  accade 
quasi  sempre,  la  primitiva  generalmente  converrà  sotto 
la  forma  seguente 

z.*=^A/(x-.)A  - - - A/(t)AZ,2/(.)2/(a)2  - - - U(x)laC 

ove  le  differenze  sono  jr,c  le  primitive,  ancli’esse  rispet- 
to alla  y,  sono  x i . 

Pel  caso  di  A,  B costanti,  essendo  a.  — IP,  ed 

f(x)  = c però  / (j-)  = A,  si  ha 
A 

Ztly  = A'*  B~y  A'  2,  A1  2y  + ‘ IP  C, 

ovvero 

zXiy=.B-y(A-'  ByC^+A1  A£>  C^+A*  AJ  IP  - - - 

+^'x  A*'1  BP  C„ty+ A - A'  l (jr)), 

per  essere 

2,  /f*  2*+'  C,,y  = /P-'  2*  2?>  C,.,., 

-4-  A*  * 2*“'  IP  Cr.t,y  h 2 Co,y  -f- 

ove  <//  (y)  esprime  la  funzione  arbitraria. 

Quando  poi  sia  costante  anco  £?,  si  ha 

zXly=A  xBPb*I.xA*ir+'ByC,  ossia 

Dy  a» 

z,,y=A~BPVyZxA*j£^,  cioè 
Vale  a dire  bassi 

zXiy=A-B-+- 1 + A-XBPP$ IP t (pi- 
ove \p  (y)  esprime  qui  pure  una  funzione  arbitraria. 

53 1 Vogliasi  la  primitiva  della  equazione 

■d  zx+t,y,a  — B ~x,y+i,a  — ^ zr,y,u+i  zr,y,u  — ° 

a tre  variabili  x,y,  u indipendenti;  c dove  A,  B,  C 
sono  costanti. 
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Da  un  passo  del  paragrafo  antecedente  si  ba 
Azx+i,y,a  ~ Bzx,y+i,a  +*xsy,n  ^A*B~y  ùy +I  A^LyA*By  2,iy>,  ; 
e però  per  l’ attuale  equazione  proposta  sarà 
Czx>yitt+I  =A-B~y^+l  Axl*yA*By 
Questa  dà  evidentemente  le  seguenti 

= **  B-y  C"  A*«  A,  2*  7?y  , 

***.-.  = C"1  A^*1  A^lyA*  By  zx,y>M , 

Vwm -A^B-yO'  Ay+I  A,  2*y/r  2?>  , 

— — — — — — — — — - — — 

le  quali,  colle  successive  sostituzioni,  somministrano  le 
»*,*«  -A-xB-y^  A*~  Al  1 *A*  By  ZW>M , 

*x,y,H  =A-*B^C*^AmA*By  zx>y>^ , 

— — — — — — — — — — — — — — — — — j 

e conseguentemente  la  primitiva  richiesta  sarà 

*x,y,«  = ^ 5-?  e»-»  A£+“  A"""'  2J  /??  z,>y>m , 

ove  1 m esprime  un  numero  intero. 

Per  il  caso  di  m~o  bassi 

zr,y,a=zA-* B-y  C~a  A™  Al lyAx py  zSiyi0, 
ovvero  zx>y,„ = A*  C°  A*+“  A"  2*  f(x,  y) 

dove  la  f(x,  y)  esprime  qui  una  funzione  arbitraria 
delle*  x,  y. 

Essendo  ($  449  ) 

Ax  Zy  f(x,y)=ì*™f(x+uiy)—ul*«*'f(x-+-  u—i,y) 

-4-  ^---0  !*+“-’ f(x+u— 2,  y) ± 2 *J\x,  y), 

la  primitiva,  ultima  trovata,  si  può  scrivere  anco  sotto 
la  forma  seguente 
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I B"*  C'^(  r,u,  A, /(j.k-i.j)  + — ) 

- '4^V(*«.-3,;r) — - ±a;/(x,,))  , 

dulia  quale,  sviluppando  le  differenze  ancora  indicate,  si 
lia  la  primitiva  della  proposta  sotto  la  forma  ordinaria. 

55a.  Siccome  l’esposto  per  le  equazioni  lineari  a due 
variabili  indipendenti  ed  il  cenno  fatto  per  quelle  a tre 
parmi  sufficiente  per  istradare  chiunque  nella  determi- 
nazione delle  primitive  generali  delle  equazioni  alle 
differenze  parziali  del  primo  ordine  lineari,  qualunque 
esse  siano,  cosi  sospendo  qui  la  loro  trattazione,  e passo 
in  vece  ad  esporre  un  esempio,  relativo  alla  ricerca 
delle  primitive  delle  equazioni  alle  differenze  parziali 
del  primo  ordine  non  lineari,  col  trovare  la  effettiva 
primitiva  ddla 

zx+i,y  zx,y+i  — A sx+i,y  & zx,y+i  — C~  o; 
e per  semplicità  mi  limi terò  al  caso  delle  A,  B,  Scostanti. 

Si  supponga  zt>y  — a-\ — — , ove  la  a costante 

l*>y 

soddisfaccia  la  equazione 

«J  — (A  -+-  B)  a — C=z  o, 

c la  tTiy  esprime  una  funzione  delle  x,y,  e la  preposta 
equazione  si  ridurrà  alla 

(«  — b)  /,  , , ,y -+-(«—  4)  'x,y+,  -+-1=0. 

che  è lineare,  e colla  supposizione  di  tXiy~^-t-uXly, 
ove  la  (ì  esprime  una  costante,  si  può  decomporre  nelle 
due  seguenti 

(a  a — A — B),Ì  -4- 1 = o , u„H ,,  — J u,,y  H “ o , 
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le  quali  somministrano 

p — i :(A~t-B—ia),  ed  uXiy~(J~^j  fly-i-x), 

ove  <p(y- 4-x)  esprime  una  funzione  arbitraria  di  y-t-x; 
per  cui  si  Ila 

- ~A  + h-\a  (£=!)  ^-4-r)  ossia 

r,y  (A-*-B  — a«)(a—  #)* 

la  è posta  in  vece  di  (A-t-B  — 2a)<p(y-t-r). 

E per  tanto  la  primitiva  richiesta  sarà 

{A-*-R— 3«)f«—  Bf 
X'y  (« B)x-+-(A  -t-  Ctf  yV  (y  -+-  X)  • 

Anco  nel  caso  delle  i?  funzioni  delle  x,  y,  per 
la  equazione  qui  contemplata , hanno  luogo  proprietà 
analoghe  a quelle  della  già  contemplata  nel  $ fai. 

533.  Vediamo,  come  si  possa  trovare  la  primitiva 
della  equazione  del  primo  ordine 

zx+u,y  B 2x,y+$  -t~  Z_r,y  — C, 

qualunque  funzione  delle  x,  y siano  u,  0 aumenti  del- 
le x ,y  variabili  indipendenti. 

Le  funzioni  et,  0 siano  espresse  con  (p  (x,  y) , 
$ (x>y)'i  le  t esprimano  due  nuove  variabili  indipen- 
denti 1 una  dall  altra , e le  atit , siano  tali  funzioni 
di  queste  due  nuove  variabili  da  soddisfare  le  quattro 
equazioni  seguenti 

x = a,it,  x-*-<p(x,y)=at+,>t, 

y = P,,t  > y-t-^(x,y)~ p,it+l . 

Ponendo  nelle  due  equazioni 

x-*-<p  — at  H>,  , y -+•$— 0Sil+t 


4fio  lf.ziohi 

in  vece  delle  x,y  i loro  valori  cavati  dalle  altre  due, 
si  hanno  le 

**S,t  $ (ni,t  ’ Pl,i)  ——  » 

Ps,t  ■+•  V*  (as,t  > — Pittai  • 

l,a  prima  di  queste  ultime  equazioni  si  sciolga  rispetto 
alla  ed  abbiasi  @til  ~ r(as  l\  ; e pongasi 

questo  valore  della  @ nella  seconda,  ed  avrassi  la  seguente 

la  quale  è fra  le  sole  funzioni  a,lt,  , a,iJ+I , 

a/+i,t+i  > ^ & del  secondo  ordine. 

Si  trovi  un  valore  anco  particolare  della  aitt  sod- 
disfacente quest’ ultima  equazione,  e pongasi  nella 
funzione  «,+l>t);  e si  avrà  il  corrispondente  per 

la /94l(.  Questi  valori  delle  «,  0 risultanti  siano  p,lt, 
q,,t  cioè  sia  c (ì  — q,<t. 

Ora  nella  proposta  equazione  si  pongano  in  vece 
delle  x,  y le  ptlt,  qs,t  e si  denominino  ordinatamente 
A',  B',  C'  le  funzioni  delle  s,  t alle  quali  si  riducono 

le  A,  B,  C ed  indichisi  la  zp  t q colla  ut  t ; ed  avres- 
ti t,t 

si  l’ equazione  seguente 

A'  lti+t,t  — B>ui,t+ 1 “+■  b,,f  — C\ 

la  quale  è rispetto  alle  nuove  variabili  s,  f,  u,A  della 
forma  di  quelle  contemplate  sopra  tra  le  x,  y,  zr<y. 

Trovatala  equazione  primitiva  di  quest’ ultima, 
e posto  in  essa  per  u,ìt  la  zx  y e per  le  s,  t i loro  va- 
lori desunti  dalle  due  equazioni  x~p,ì(ì  yxzq,it> 
avrassi  una  equazione  tra  le x,y,  zx<y , che  sarà  eviden- 
temente la  primitiva  della 

A Sx+o.y  — B Zxy+Q  -+-  zTty  — C 
cioè  la  richiesta. 
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Non  mi  estendo  di  piti  su  questa  trattazione,  per- 
ché grande  è generalmente  la  difficoltà  di  avere  un 
valore  della  a,A  soddisfacente  la  equazione  trovata  tra 
le  a,it , a,+lit , a,it+I , «1+I)t+I  ; e d’altronde  pochi  sono 
i casi  pei  quali  essa  occorre:  forò  solo  osservare,  che, 
non  tutte  le  proprietà  aventi  luogo  per  le  differenze  e 
primitive,  quando  gli  aumenti  delle  variabili  indipen- 
denti siano  costanti,  hanno  luogo  pel  caso  degli  au- 
menti variabili.  Per  esempio,  quando  gli  aumenti  siano 
costanti,  le  due  quantità  \x  Ay  zX:y , Ay  Ax  zx<y  sono 
identiche;  ma  tali  non  sono,  quando  gli  aumenti  siano 
variabili,  come  facilmente  può  chiunque  persqadersi. 

534-  In  questo  paragrafo  e nel  seguente  troverò  le 
primitive  di  equazioni  alle  differenze  parziali , che  sono 
fra  le  più  interessanti  del  secondo  ordine;  e comincerò  . 
da  quella  della 

si  zr+t,y+i  — Btx,y+i  zx,y  — °> 
ove  A,  B esprimono  due  funzioni  delle  x,  y. 

Si  supponga  zXly~fix>ytXiy,  e si  determini  la  fi 
talmente  da  soddisfare  la  equazione  li  fix,yn  xz.fiX)y',  e 
si  avrà  la 

si  fi x+i,yn  *r+\  ,y+ 1 fix,y  (^sc.y-ri  lx,y) — 0 

cioè  — F(x  -+- 1 , y •+■  1 ) tXiy , 

posto  fix-ity-i  • Ax. ,,y-,  fi X,y  i'  (•*•>  y)- 

Essendo  tx>y  — F (x,  y)  ày  Vnj-i , evidentemente 
si  ha 

tx,y~F[x,y)\F(x-i,jr-  i)A A F(m+  1 ,y-x+m+  i)Mm,y^+m, 

ove  1’/»  esprime  un  numero  intero,  e le  x — [m  diffe- 
renze indicate  sono  tutte  parziali  rispetto  alla  y. 

La  equazione 

fix,y+ 1 — Jj  fi* ,y—  0 ‘P*  fix,y=zfix, n • Ux,y-i  Hx,y-t  " * “ i*x,n 
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dove  n esprime  un  altro  numero  intero,  ossia 


Px,y — Pr,H  • l^x,y-l  Bx>n) 

rappresentando  il  prodotto 

col  simbolo  (BXt y_,  BXi J, 

ciò  che  si  farà  anco  altrove  per  esprimere  prodotti 
analoghi. 

Questo  valore  della  ftx<y  dando 

— ^x-i,n  • Bx~l>n),  riduce 

F(x,y)  = Px_tt'f(x,y),  ove 

f(x'tà  — (Mx,y-i  Bx,iò  • &x-  1 >a)  > 

c però  sarà 

tXiy—-^/(x,jr)\f{x-t,y- 1 )A  - - - A/(m+ 1 ,^-xmw+i  )Arm,y<r+„ . 
Pr,n 

Quindi  la  primitiva  richiesta  risulterà 
W=tb^X n~\Wx~  '>7-')^--- b/\m+i,jr-x+m+ 1 ì^y-x+m)  ; 
la  rjj  (y  — x -+-  m)  funzione  arbitraria  è posta  in  vece 

th  fi  in,n  (m,y-x+m  • 

Quando  i numeri  m,  n possano  essere  nulli,  alla 
primitiva  qui  trovata,  si  può  dare  ed  anco  conviene 
darvi  la  forma  seguente 

1 >7“ 1 ) * — 1 1 )^V(7-J) 

dove  le  differenze,  die  sono  parziali  rispetto  alla  y, 
sono  x. 

Per  fare  un  esempio  suppongansi  A,B  costanti:  e 
si  avrà 

(Bx,y.<  BxJ-By,  (B„,y.t  BXJ  = 

, , 1 By  b 

e pero /(x,  y)zz.—  — — ■ = — ; e conseguentemente  la 

/I  DJ 
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primitiva  richiesta  sarà 

_ B B B 

cioè  zXiy~B-y(^j  \*yt(y  — x). 

Disponendo  della  funzione  @Tty  in  modo  di  sod- 
disfare la  equazione  , 

ftx+i,y+i  — ^ ^x,y+i  *n  vece  della  B PXì y+l  — /?x,y> 
la  sostituzione  di  zXiy~PXiytxy  nella  proposta  som- 
ministra  la 

P Px,y+i  fc+i.JH  ^.r.yn)  -+-  fix,y  ^x,y  — °>  ossia 
y+i“ J posto  fi x,y  • B fi x,yy  i — B(x,J  )j 

e però  avrassi  anco  la 

lx,y  — P (x,y  — i ) tx>y. i 
e conseguentemente 

tX'f=ZP(x,y-i)ZP{x,y-i.)i: lP(x,ni+i)ZP(x,m)tXtm, 

ove  1 ’ m esprime  un  numero  intero,  e le  y — m primi- 
tive sono  particolari  e rispetto  alla  x. 

La  equazione  A fix+l,y+l  ~BfiXty+l  dà 

fix,y  — (P*-i>y-i  Bn,y-i)fin,y  • x-i ,y-i  d n,y-\)> 

ossia  PXty=p(x,jr)Pniy,  posto 

Bx-i,y  P(i,y-i)  I (^x- l,y-l'^n,y-iì  = P(x,y)> 

Questo  valore  della  fiXiy  somministra 
P{x,y)  ——p(x,y)Pniy  : Bp(x,y-*-  i)0,,y+I; 
per  cui  risulta 

*x,y—  ^ Mx>y  i)2l(x, y — a)2  - - - 1 l(x,  m)exm, 

o\c  X(x,y)  esprime  —p(x,y)  : Bp(x,  y-t-i).  E quindi 
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la  primitiva  richiesta  sarà  anco 
zXiy=p(x,y)lX{x,y—  i a)2  ---  ll(x,m+il<p(.r)-. 


la  <p  (x)  funzione  arbitraria  è posta  in  vece  di 

A.,». 

Quest’ ultima  primitiva , «piando  m,  n possano 
essere  nulli,  riducesi 


zXif=zp(x,  y)ZX(x,  y—  i)ZX(x,y— a)S ll(x,  i)20(jr) 

dove  p(x,  y)  — (B  y_,  B0i y_,)  : (^x-i.y-i  ■'^o.y-tì- 
Per  fare  un  esempio , abbiasi  la  equazione 

ax  zx,y  — cy  zx-i,y-i  ^x-y  zx-i,y  — 0 

cioè  la  seguente 

&x+i  ^,r-y  

— ~ **+i  .y+i  . s*»y+i  Xx,y  — °- 

cy+i  ly+i 

Essendo  A — — e B — — e però 
cy+«  cy+i 

(4x-i,y-i  -^o,y-i)  — ( lY  (a*  ai)  • Cy  » 

,y  -®o,y-i)  — ( 1 )r  (^x-y  & i-y)  • Cy  » 

p(%i y)—'  Y’x-y  f’t-y)  • (ax  ai) » 


^(.r,y)=—  : - (V"  V ■ r52  cioè 

(axai)  (a»ai) 


‘•y+i 


*(•*> 


cy+i 

*-y  ’ 


la  primitiva  richiesta  sarà 


“*.y 


_(fr*-yft«-y) , (cyc-)  vy  m/x\ 


cioè 
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quest’ ultima  (p(x)  è posta  in  vece  della  antecedente 
moltiplicata  per  — 

ci 

Se  la  f(x,  y),  usata  nella  prima  primitiva  esposta, 
fosse  indipendente  dalla  y,  avrebbesi  f(x,y+ 1 )rr f(x,y)\ 
e però  sarchile  identica  la  equazione 

A Bx+liy+l  ~ B AXly+ 1 . 

Così,  se  la  X(x,  y) , che  enti -a  nella  seconda  delle  mede- 
sime primitive  esposte,  fosse  indipendente  dalla  x,  cioè 
se  risultasse  X(x-t-i,y)—%[x, y),  avrebbesi  la  stessa 
equazione  identica  ABx+tiy+lz^BAr>y+l  . 

Per  la  equazione  dell’  esempio  dianzi  esposto  , 
questa  ultima  riesce  appunto  identica  ; ed  è per  ciò 
che  è risultata  molto  semplice  la  sua  primitiva. 

535.  Ragionando  per  la  equazione 

z*+i,y+i  — A s*+I,y  — BzXly+ì  — o , 
come  per  la  seconda  primitiva  trovata  nel  paragrafo 
antecedente,  si  trova  facilmente 

#o,y-.)Z/(*+i,<y—  i)2/(*+a,  y— 1)2 

2f(x+y—i,  i )2tf,(x+y) 

per  sua  primitiva  ; ove  ip(x-+-y)  esprime  una  funzione 
arbitraria  di  x-+-y,  eie y primitive  indicate  sono  par- 
ticolari e parziali  rispetto  alla  x,  e la  f(x,y)  è posta 
in  vece  di 

4 ^ojr-i) : (B*,y  ^»,y)  > 
ed  anco  trovasi 

zx,y—(Jx-tj-i  Ax.lJZ.p(x—i,y+i)J.p(x—*,y+2)X 

2p(t,y  + x—i)Z<p(y  + x), 

ove  la  (p(y-+-x)  è funzione  arbitraria , e le  x primitive 
sono  particolari  e parziali  rispetto  alla  y,  e la  p(x,y) 
Tom.  II.  3o 


4 Mi 

esprime 
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^x-l,n)  : /4(/fx,y.l  AXlJ. 

Quando  i coellìcienti  A,  D siano  costanti,  risultando 
®<>,y-i)  — ed  J'(x-*-t,y)~A , 
la  prima  primitiva  qui  esposta  somministra 

zXty=jp  B*2lU*+y)- 

Per  altro  esempio,  la  equazione  sia 


cx+y  zx,y  — ny  zx,y-i  — ex  zx-i,y  — 0 > 

la  quale  dà  A ~ — -^2- , e /t~  — T , e |»erò 
c*+y+»  cx+y+i 


(Mx,y  i ®n,y-i)  — ('Vm  et)  • (fWy+t  ( y +i ) > 
i^x.y  Ho,y  ) — (ex+i  ei)  • (c*+y+>  ry+i)  » 
ed  f(x-t-i,y)=Oj+l  : cy+l  ; 
e la  sua  primitiva  sarà 

, _ (fxfr)  K«,l  TV  , . 

*’y  (cxjy  <'y+,)  (ry  C.)  ‘ ^ ^ 


cioè  s 


(' .r  u ril 


In  generale,  se  la  funzione  f(x,y)  fosse  indipendeute 
dalla  x,  o la  p(x,  y -h  i ) dalla  y,  sarebbe  identica  la 
equazione 

4 Bx+i,y—4x_t.llyl}x+lty„l  ossia  Ag. tjy  B — A Bx,y., 
e la  primitiva  della  proposta 

sr+i,y+i  A *x+i,y  — B *x,y+i  — ° 
si  semplificherebbe  assai. 

Dalle  primitive  delle  equazioni  contemplate  in 
questi  due  ultimi  paragrafi  si  possono  desumete  le  pri- 
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mitive  delle  analoghe  aventi  i loro  secondi  membri 
qualsi vogliono,  come  si  è già  fatto  per  quelle  del  primo 
ordine:  manifesterò  questa  dichiarazione  col  desumere 
la  primitiva  della 


•'^**4-1, y+i  ^zr,y+t  ' 


'zx,y  — Cr,y 


quando  A c B siano  costanti , da  quella  della  prima 
contemplata. 

Dalla  primitiva  della 

■d  sjM-i,y+i  zr,y+i  ■+■  zx,y  ——  0 > 

che  è zT:y  = B-y  — si  ha 

il)  r)> e Frò  A(^j 

ove  la  differenza  è totale.  Ma  sviluppando  questa  dif- 
ferenza Lassi 

^(l)  Zx>y~^(l)  ,y+i  {jj)  ZyBizXiy 

ossia 

A(l)\*&zt'y=^(AZyByzx+liy+l-ByzXty),  cioè 

A(^)  z*,y—£i  Zy+lBy(/4zx+i  ,y4-t — ^zx,y+i-t-z*,y)« 

per  essere  ByzXiy~ZyBy+,zx<y+l—ZyByzXiy-,  adunque 
l’attuale  proposta  equazione  equivarrà  alla  seguente 

^*y*y**,y=£zxy+lByCx,yi 

e conseguentemente  la  primitiva  di  essa  sarà 

zXiy  — BT-yA-x  Ax  V Ax  B-y  1 '+»  By  Cx,y 

ove  il  segno  2,  posto  immediatamente  dopo  la  Ay, 
esprime  la  primitiva  totale  generale  di  ciò  che  lo  segue. 
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556.  Ora  parlerò  delle  primitive  di  equazioni  alle 
differenze  parziali  lineari  di  un  ordine  qualunque;  e 
cominccrò  da  quella  della 

**+»,y~+-y^z*Hi-!iy+!  -*_^~x+*-i,y+»-* — — -k-LzXl y+B“^r, 
dove  A,  B,  - — L,  V sono  funzioni  qualsivogliono 
delle  x,  y. 

Si  ponga  in  essa  in  vece  della  y il  binomio  t — x, 
ove  t esprime  una  nuova  variabile, e nella  immediata- 
mente risultante  cambisi  la  t in  t — n;  e si  avrà  la 

“x+n  -+-  A'  -+-  B'  ux+M  n t-  IJ  uT  — V 

ove  le  A',  B', IJ,  V esprimono  i valori  delle 

A,  B, L,  V corrispondenti  allaj'^rl — n — x , e la 

ux  è posta  in  vece  della  zXil.T  . 

Sia  F(x,  «„  /,  Ct,  C%, C„)~o 

la  primitiva  completa  di  quest’ ultima  equazione,  clic  è 

alle  differenze  ordinarie  ; c dove  le  C, , C,, C* 

esprimono  costanti  rispetto  alla  x,  ma  funzioni  arbitra- 
rie della  c la  primitiva  richiesta  sarà  evidentemente 

F(x,  Zj-.y  > C, , <?,,  - - - f^i)  — °> 

le  C essendo  qui  n funzioni  arbitrarie  del  binomio x-t-y. 
Vogliasi  anco  la  primitiva  della  equazione 

•'x+r,y+r~*~Azx+r.l  ,y  rr-i_t-^sx+r-s1y+r-i't”  *~LzX)y  ~ F 

contemplata  la  prima  volta  dal  Laplace. 

Ponendo  in  essa  il  binomio  t-t-x,  in  vece  della  y, 
si  ottiene  la  seguente 

‘Vh.  vx  kb-.  -+-  B'  vx+M  -4 1-  1Jvx—V' 

dove  la  v,  è posta  per  zTlttx , c le  A',  B',  - - - L\  V' 
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esprimono  ordinatamente  i valori  delle  A,B,~  - - L,V 
corrispondenti  alla y~  t-+-x. 

Sia  ^(x,  vx , /,  Cp  C|  » - • "C,,)— o 

la  primitiva  completa  di  quest’ ultima  equazione,  clie  è 
aneli’ essa  alle  differenze  ordinarie,  e sarà 

i(x>  zx,y>y—*>  C,(y—x),  C2(y—x),-  — Cn(y—x))=.o 

la  richiesta  : le  C esprimono  re  funzioni  arbitrarie 
Aiy—x. 

537.  La  FXiy  — o rappresenti  una  equazione  alle 
differenze  parziali  lineare  dell’ordine  re  etimo,  e man- 
cante del  termine  senza  la  zx>y  cioè  avente  il  secondo 
membro  nullo  ; e lafXy~o  ne  rappresenti  una  ana- 
loga dell’ordine  r esimo. 

Se  la  f — o sarà  una  primitiva  dell’  ordine 
(n — r)  esimo  della  F~o,  la  primitiva  generale  della 
F—V,  qualunque  sia  ossia  FX:y,  dipenderà  da 
quella  della  f — uxy  e da  un’altra  in  mx„  dell’ordine 
(re  — r)  esimo. 

La  f—o  combinata  opportunamente  colle  sue 
conseguenti  prime,  seconde,  ---,(« — r) esime  darà 
evidentemente  la  frro;e  però  si  potranno  determi- 
nare e facilmente  le  quantità  a,  b, da  rendere  il 

polinomio  a fx+liy-+-  li fXìy+t  -+-  ece. , continuato 

sino  ai  valori  conseguenti  (re — r)  esimi  della  f,  identico 
all’F.  Ma  supposto  J = ux%y , si  ha 

f-*-flfx+i,y-*-^fx,y+i-*-ecc-=ux,y-*-<*ux+i,y-*~buXly+,-i-ecc., 

ossia  uXiy  -+-  a ux+t,y  ■+■  b uXlV+,  -+- ecc.  ~ F ; 
e però,  per  la  proposta,  sarà 

ux>y  -4-  a «X+I>,  -+-  bux  y i l -+-  ecc.  = V , 
die  è dell’  ordine  (re — r)  esimo. 


4-0  LK7.IONI 

Vale  a dire,  desunta  la  u dalla  primitiva  di  que- 
st’ultima,  la  primitiva  della  F~V  sarà  la  medesima 
di  quella  della  f—  ur>y . 

538.  I coefficienti  del  polinomio  F considerato  nel 
paragrafo  antecedente  siano  costanti  ; e pongasi  in  esso 
s — <*'/£',  ove  le  a,  esprimano  due  costanti,  «1 
avrassi  F~  ax [P  ■ P , dove  P sarà  funzione  delle  a,  fi 
algebraica  razionale  intera  del  grado  ri. 

Se  P sarà  il  prodotto  dei  binomj  aa , — £ò,-hi, 
aa%  — &bt- hi, , no* — |9ò„-h  i,  cioè  se  la  equa- 

zione P~ o avrà  i fattori  tutti  lineari,  si  potrà  avere  la 
primitiva  della  equazione  F—f',  qualunque  sia  la  V . 

Essendo 

Prr(ao, — /9à, -+-i  )(<*<*,—  -hi) (an, 

le  equazioni 

ax  3x+i,y  *r,y+i  ~+~  3x,y  — ° > 

^ . « 

n%  ~r  *-i  ,y  "ì  ~r,y+i  “r,y  — ° > 


an  ”x-i  i,y  ^ r.  :i,)u  ”r,y  — ° 

saranno  evidentemente  primitive  dell’ordioe  (n — i ) esi- 
mo della  F~o.  Ma  queste  n equazioni  danno  per  la 
sXi)  gli  n valori  seguenti 

«7'  b?  A'  0,Cr),  ni'  b?  A'  fa(y),  - - - ni'  b?  A?  fa(y), 

ove  le  <pt.  <pg,  - - - <pn  esprimono  funzioni  arbitrarie 
della  j ; adunque  la  F=zo,  essendo  lineare,  avrà 
per  primitiva  generale 

zx,y— aìr  W A'  ^ H-o - b?  A?  fa  h ho;'  b?  A$  fa . 

Per  ciò  che  abbiamo  detto  nel  paragrafo  antecedente 
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la  s,,y  soddisfacente  la  equazione  F—F,  sarà  quella 
soddisfacente  la 


n\  zx+t,y  2r,; 


y+i  zr,y  — ' x y i 


purché  abbiano  luogo  le  n — i seguenti 

„ ,,<S>  /.  ,,(»  . ,,<3> 

°i  yx+i,y  — "a  ‘Vjjr+i  ^lx,y  — 1 x.y  > 

u(3)  /.  uf3)  _ » i/l'  ~ ~ ~ 11*^1 

nz  vjp4-i»y — j’.y  — y*>y 9 

n o<»)  /,  Otn'  | «.<*>  lf 

an  vX+l,y  f,n  ^,3f+l  ^ 1 .r,y  — ^ > 

le  quali  danno  ($  53o) 

i>'*>  = n;x  />;*  A*  2*  nf  Zf  M l‘\  e'3» , 
va’  = nj*  bf  AJ  2,  af  Zx+I  *5  , 

**  zza?  bj  òl§l9aS  Z^'blF: 

ponendo  nella  prima  di  queste  il  valore  della  funzio- 
ne eu>  desunto  dalla  seconda , e nella  risultante  quella 
della  e(3)  dato  dalla  terza,  e così  continuando  sino  alla 
sostituzione  del  valore  della  e1*’  dato  dall’  ultima , 
avi-assi  la  primitiva  della  F —V  e generale,  perchè 
le  n primitive  parziali  rispetto  alla  x ed  indicate  sono 
generali. 

Pel  caso  di  n~2,  la  primitiva  richiesta  risulta 

a„y  = «I*  i?  Ay  S* af  1™  à?  a-/  bj  A*  Sx n*  2~>  à?  V 

ossia 

«,„=«;•»?  s;  s^V'd)’*?  2'”f  zf" *«  * 
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La  trovata  prìmitiva  della  equazione  F~V,  si 
può  anco  avere  col  metodo  seguente,  analogo  a quello 
usato  nel  § 5o5  per  le  equazioni  alle  differenze  ordinarie. 
Mi  limiterò  al  caso  di  Essendo 

A* flf  l'ì  zr>y~af  ly  1 1 1>\  (a,  "x-ti,y  A zjr,yn 

Si  ha  Ay+>  A»  «f  ly  ZX)y— trf  tfrXly, 

ove  rx>y~aizx+liy  bi  zTly-t-i  -+-  zx>y . 

Cosi,  per  essere 

Ajp  — y l’t  rX  y'=^  — y-1 1 (fli  rr+\,y  r*,y  n rr,y)^J  > 

si  ha  la  quantità 

Ax  (ST  ^ 1 A' af  1Ty  hì  *** 

eguale  alla  seguente 

«J  Ly+I  at  "x+j,y  (^ì  ^i'+~^ini)sx+i,jf+ l't  zs,y+t 

-+-(«.  -»-«J  *x+i,y — (*.  ■+■  *.)  zx,y+i  ■+■  zx,y)- 
Ma  il  polinomio  compreso  fra  queste  ultime  parentesi 
è lo  stesso  F,  che  per  la  equazione  proposta  dev’essere 
eguale  a V ; adunque  sarà 

Ax  (?T 2?(£)V‘  a*  < -y  *?  z*.y=< 
cioè 

***=<  V ^ 2^) V1  - < 2T ‘ r> 

come  si  è trovato  sopra  altrimenti. 

53q.  Nella  equazione  F~ o ($53^)  dell’ordine 
n esimo  si  facciano  successivamente  ed  ordinatamente 

(xzo;y~o),  (xzt,o-,yzo,  i),  (x=a,  i,o;_y=o,  i,  a), 

( j zx+y-n , X+y-n- 1 , 1 , o;^=o,  i , y+x-n- 1 ,y+x-n) 
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e se  nc  avranno  ~(x-i-y—n-4-i)(jc-t-y—n-i-i)  conte- 
nenti le  quantità  ’ 

*o,y  Kr  i *o,y-Kr-i  > *i  ,y  rx-i  > ” 5 *o,y  > *i,y  > “ “ “ *x,y  > “ “ ” ! 

zo,i  ’ *i,i  > “ ” ” *x+y-i,i  i *o»o  > *1,0  > " " _ *x+y,o  > 

fra  le  quali  vi  sono  visibilmente  le 

~n-r ,yix-mr > ,Y4x-o-fr-i  > ”r>-rri  ,y-Kr-»t-r“i  > ~ “ “j 
®n-r,y  > “n-rn,y  > “ ” ” *x,y  i “ “ " 5 *n-r,r+i  » *n-r+i,r+i  » 


"*+y-r-i,r+i  ’ *n -r,r)  **-r-n,r  > ' 


*»4y-r,r 


il  cui  numero  è ri -4- i)(x a):  l’r 

esprime  un  numero  intero 

Queste  -(x-4 -y — n-4-i  ){x-t-y — n-4-2)  equazioni 

si  suppongano  combinate  talmente  da  eliminare  tutte 
queste  ultime  quantità,  eccettuata  la  sx>y-,  ed  avrassi 
una  equazione,  cbe  darà  la  medesima  quantità  zxy 
formata  linearmente  eolie 


*o,o  > *i,o>  " *x4y,o  > *o,i  » *i,i  » ” — *x+y-i,i  > ” — j 

*o,r-i  » *i,r-i  ) ■ • • *x+y-r+i,r-i  i zo,l-  > *i,r  > **r-l,ri 

*o,r+i  > *i,r+i  f~  " * *s-r-i,r+i  i“**i  *o^r+y-r+i  j *i,x+y-r+i  > 
*«-r»i,x+y-r+i  > *o^r+y-r+j  i *i,x4y-r4s  > 

~n-r-a,jr  ty-r+i  ) i *o,x+y  • 

E per  tanto  la  primitiva  della  equazione  /■' — o si 
potrà  sup|Kirre 


*x,y=^0*o,o+^^,„,+  - - - +'J‘X+^*x+y,o^?*„,I+^*f,i 
+ +Alf'y  '’Zxiy-i.i  +-4wy  *0,xiy 
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ove  le  A esprimono  i coefficienti  a determinarsi  oppor- 
tunamente, i quali  in  generale  debbono  essere  altret- 
tante funzioni  delle  X,  y. 

Sostituendo  questo  supposto  valore  della  zTiy  nella 
equazione  F—o,  e soddisfacendo  la  risultante  indipen- 
dentemente dalle  quantità  20>0,  s1>0,  - - - si  avranno 
le  equazioni  per  determinare  i coeflicienti  A. 

Quando  i coeflicienti  del  polinomio  F siano  co- 
stanti, gli  A si  possono  determinare  anco  col  metodo 
seguente,  come  insegnò  Lagrange.  Si  ponga  a*  fi*  in 
vece  della  zXiy  sì  nella  equazione  F—o  che  nella  sup- 
posta sua  primitiva,  e si  avi-anno  due  equazioni  alge- 
braiche  razionali  intere  tra  le  costanti  indeterminate 
«,  fi,  la  prima  del  grado  n esimo  e la  seconda  del- 
l’(.f-+-^')  esimo ; si  combinino  esse  in  modo  da  eliminare 
la  a o la  fi,  e soddisfacciasi  la  risultante  indipendente- 
mente dalla  indeterminata  rimasta,  ed  avransi  le  equa- 
zioni per  determinare  i richiesti  valori  degli  A. 

Per  esempio.  Sia  F—Azx+hy — BzXty+x-\- rJ(>~o, 
e la  sua  supposta  primitiva  sarà 

s,,y  =:  A°  z0t0-*-A'  zuu-y-A™  z,t0  h 1 -A***1 2,  ,.Vf0 . 

Ponendo  a*  iq  vece  della  zXty  in  entrambe 
queste  due  equazioni , evidentemente  si  hanno  le 

A a — /i  fi  -+- 1 —o, 

a*  fiy  — A0  -+-  A'  a -+-  A'1'  a1- 1 1-  Aix^  ; 

e sostituendo  nella  seconda  il  valore  della  fi  cavato 
dalla  prima,  che  è ^ 1-  si  ha  la 

AVaP+V-yA*''  +*!*—  + - - - +yA*r  < ' hx* 

= (A°  + A'a  + A")a'  + ---  + A«+r>  ax+>)  , 
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la  quale  somministra 

A°=A'=Ait)  = = AL*-"  = o,  ed 

Aw—B~\  A*+"=yAir>,  — ■ 

e però  sarà 

ztlì=iA-*B^{A*zXt0+yA»”  zx+UQ+  Z^llA.^xMa  + ...  +A*>?Zr+y) 

cioè  zXiy  = A-*B-y\yxArzXiU, 
come  si  è trovato  altrimenti  nel  J 5a8. 

Quando  l'equazione  tra  le  a,  /9  risultante  dalla 
F~o  non  sia  di  primo  grado  rispetto  all’ una  od  al- 
1 altra  delle  a,  fi  medesime,  ovvero  non  sia  essa  decom- 
ponibile in  fattori  nei  quali  1’  una  o l’ altra  di  queste 
quantità  vi  abbia  la  sola  prima  potenza  , la  determina- 
zione dei  coefficienti  A riesce  complicata  assai. 

La  primitiva  della  equazione  Fzz.  o si  può  trovare 
sotto  altra  forme.  Di  fatto,  in  essa  si  pongano  successi-^ 
vamente 

/=o,  i ,a,  - — x— n , ed  xzzo-,  y=.o,  i ,a,  - - - x— n—  i , ed  x = i ; 

yz=o,i,2,---x—n — a.edxzra; — <yrro,i,a,  ed xr=zy — n — a; 

.^=D,i,  ed  or=.y — n — i;  in  ultimo  y=.o,  ed  x=y — n ; 

e si  avranno  - (y — n-h- 1 ) (y — n- f»a)  equazioni,  dalle 
quali  eliminando  le  quantità  , 

3y.ii»  2X+I,n>  *x+5-n,n > zy,rn-i  > > “ * * 3i+j-n-i,n+i  J ; 

*x,y-s»  2x+t,y-i  > z«+*,y-«  > z*,y-i  » 2*+i,y-i  > 

e sciolta  la  risultante  rispetto  alla  zx<y , risulterà  il 
suo  valore  formato  linearmente  colle 

zx.0  » zx+i  ,0» z*+y,o  > z*,  i > *x+i,i  » “ * “ 2x+y-i,  i } • “ ■ » 

2x.n-i  > zxn,»-s  » zx,n-i  • 
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Dimodoché  si  potrà  ammettere  zXty  eguale  ad  un  poli- 
nomio formato  linearmente  con  queste  ultime  quantità, 
e determinare  i coefficienti  di  esse  con  un  metodo  ana- 
logo a quello  dichiarato  superiormente  per  gli  A , ov- 
vero con  altro  piii  conveniente  avuto  riguardo  alla 
forma  speciale  della  equazione  F=.  o. 

11  numero  dei  termini  componenti  quest’ ultima 
primitiva  generalmente  è minore  del  numero  di  quelli 
componenti  l’ altra. 

Sarebbe  questo  il  luogo  di  esporre  per  la  ricerca 
delle  primitive  delle  equazioni  attuali  un  metodo  ana- 
logo all’esposto  nel  paragrafo  5oò  per  le  ordinarie, 
che  nella  sostanza  é quello  appoggiato  alle  funzioni 
generatrici,  ma  io  ritengo  che  è meglio  apprenderlo 
dall’opera  del  M.  Laplace  citata  nella  prefazione  ovvero 
dalla  memoria  di  sua  Eccellenza  il  Marchese  Rangoni , 
inserita  nel  tomo  diciannovesimo  degli  Atti  della 
Società  Italiana. 
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PARTE  DODICESIMA 

CALCOLO  MISTO. 


LEZIONE  PRIMA 

Delle  relazioni  ira  le  differenze  e le  primitive  Jinilc 
colle  derivate  e primitive  rispettive. 


54o.  Si  chiama  qui  calcolo  misto  quello  nel  quale 
occorrono  simultaneamente  due  operazioni,  l’ una  del 
calcolo  delle  derivate  o primitive  ordinarie,  e l’altra 
del  calcolo  delle  differenze  o primitive  finite. 

Comincerò  a trovare  la  differenza  A"  yx  espressa 
colle  derivate  della  y. 

Essendo 


n n-i 

U'ys-y  — njr- 


n(n — 1)  n~*  1 , 

— ' y +ny±y 


n m-i  n-a  1 

(S  44g)>  sviluppando  (J  4)  le  y,  y,  y, y,  risulta 

evidentemente,  che  si  può  supporre 

A "y3l^Aoy'+Bv3yl,+  — +Lon~lyin~,)+Monyim+ì\ron+,yln+n+ecc., 


ove  le  A,  B, L,  M,  N,  - - - sono  funzioni  della  n, 

clic  non  cambiano,  qualunque  sia  la_yx. 

Si  faccia  y=zex,  e però  A"  yx  — er(e'J — * )"  (S  447)» 
y’—y"— = e*;  e si  avrò 


(cu — 1 Y—Ao-ì-Iitj'-ì -f- Mon-t-NoP+  ' -+-  ecc. 

w*  o3  . , 

Ma  per  essere  e° — - — - -t-ecc.,  si  ha 


V 
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cioè  nello  sviluppo  di  (e" — i)"  il  minore  esponente 
dell' 6)  è l’n,  ed  il  coefficiente  della  t>"  suo  primo  ter- 
mine è l’ unità,  per  cui 

A—B— =/.  = o,  ed  AI—  i; 

adunque  sarà 

(e" — i )"  rr  o"  A'  o"  *■’  -4-  ecc.  e 
A*  — Non+l  _yu+,,-»-ecc. 

Queste  ultime  due  equazioni  insegnano  clic 

)"> 

purché  nello  sviluppo  della  potenza  ri  esima  di  eu* — i, 
ordinato  secondo  quelle  di  oy,  si  cambino  le  potenze 
della  y in  derivate  della  medesima  y di  ordini  ana- 
loghi a quelli  delle  potenze  stesse. 

54 1.  In  secondo  luogo,  troviamo  la  derivata  yin' 
espressa  colle  differenze  della  y. 

Ordinando  il  secondo  membro  della  equazione(§4  4<ì) 

yx+n»=y-*-n±y-+-  Vy-t-ece. 

secondo  le  potenze  di  esponenti  crescenti  della  arbitra- 
ria n,  evidentemente  si  ha 

yr+M  —y  •+•  n log-  ( « -f-  y)  -+-  — (log.  ( 1 -+ -y))'  ecc., 

purché,  dopo  aver  isviluppato  log,(i  -+-y)  e le  sue 
potenze,  si  cambi  ogni  potenza  della  y nella  sua  diffe- 
renza dello  stesso  ordine.  Ma  ($  4)  è 

y^^—y-^-n  ■ »/-+-  7 • o*y"-*-ccc- 

(jualunque  sia  la  n ; adunque  sarà 
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«V"  = (log.  (,-*-*))■, 

sempreché,  dopo  aver  isviluppato  (log.(i  ~*~y)  1"  secon- 
do le  potenze  della  y,  si  cambino  le  potenze  di  questa 
quantità  in  altrettante  differenze  di  essa  di  ordini  ordi- 
natamente pari  agli  esponenti  delle  potenze  medesime. 
Altrimenti.  Egli  è evidente , che  si  può  supporre 

t)" y(m  — A A" y-*-B  A'**1  y -+-C  A*’11' y -4- ecc. , 

purché  le  A,  B,  C,  - - - siano  determinate  opportu- 
namente. 

Ammesso,  come  nel  paragrafo  antecedente,  y—eT, 
questa  supposta  equazione  dà  la 

..."  — A(eu  — 1 )"  -+-  //(e" — 1 )"  " -+-  C(e°—  1 )"  « -t-ecc-, 
ossia,  posto  e° — 1~/  e però  u~ log. (1  —»—/),  la  seguente 
(log.  ( 1 -s-  /))"  = A tn  -+-  B /"+'  -+-  Ctn  « -s-  ecc. 

Visibilmente  questo  valore  di  (log.  (1  con- 

tiene le  quantità  /*,  tn+,i  f'*4-*,  - - - come  il  supposto 
di  on  y{nì  deve  contenere  le  differenze  A"^,  A”+l  y, 
Al,+‘  yy~  — ; e per  tanto  sarà 

«V°=(log.(i  -+-y))n, 

ritenuto  il  cambiamento  di  ogni  potenza  della  y nella 
differenza  dello  stesso  ordine  della  y medesima. 

54?.  Dalla  stessa  ultima  equazione  supposta  nel  pa- 
ragrafo antecedente,  cambiando  la  y'm  in  y,  e nella  ri- 
sultante la  y in  l"y,  si  comprende,  che  si  può  ammet- 
tere anco  la  seguente 

1ny—o-n fwy-*-cr'»'A  f^y+Bo'**-*  f^y-t 

L W‘  Jy  M y -t-  N o y1  -+-  ecc., 

la  quale,  colla  sostituzione  di  e*  in  vece  della  y si 


48o 

riduce  alla 


VEzrom 


(e“- 1 o~n  +Ao~*+t  + B tr*+*  -t + Lo~l  +M+  No + ecc.  ; 

e però  sarà 

2 — I)r\ 

purché,  nello  sviluppo  della  potenza  (c"? — i)*11  secondo 
quelle  della  quantità  o y,  si  pongano  le 

f*y,  f-"y,  f*y  - - - Jy,  y,  />  y",  - - - 

ordinatamente  in  vece  delle  seguenti 

y",  y y"**, y\  y°,  y,  y*,y3,  — • 

543.  Così  ammettendo 

o~mJ‘wy — 4 2*y  fi  Z"~'y  •+-  C2”~*y  -4-  ecc. , 
ciò  che  è evidentemente  permesso,  trovasi  facilmente 

ui>Ji»)y  — (log.  ( i -4-y))-n  ; 

purché,  nello  sviluppo  di  (log.(i  ordinato 

secondo  le  potenze  della  y di  esponenti  crescenti,  si 
scrivano  le  quantità 

lny,  Zn'ly, ~y,  y,  &y,  ±'y, 

ordinatamente  in  vece  delle 

y”,  y',H\ y\  y°,  y,y*, • 

544-  Col  soccorso  delle  due  relazioni 

A "iy=(e'J3r—  1)",  Sny  = (euy—  i)n 

trovate,  si  potrà  trasformare  una  espressione  contenen- 
te differenze  o primitive  finite  nella  sua  equivalente, 
ove  vi  siano  le  derivate  e primitive  ordinarie  della 
stessa  funzione;  e reciprocamente  colle  due 

any™  — ( log.(,  -+-y))\  o-Jiny=( log.(i  -*-y))'n 
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si  potrà  trasformare  una  espressione,  contenente  deri- 
vate e primitive  ordinarie,  nella  equivalente,  in  cui 
vi  siano  le  differenze  e primitive  finite  delle  medesime 
funzioni. 

545-  Egli  è facile  il  comprendere,  che  si  può  supporre 
A”+"  —Az-^-Iio  z'-t-  Co2  z"- 4-  ecc. 

Xm  yn 

•+-D0zt~\-Ea0z'l-*-  ecc. 

-4 -F  01  zu  -+-  ecc. 

ove  le  A , B,  D,  C,E,F, sono  indipendenti  dalla 

forma  della  z funzione  delle  x,yi  cui  aumenti  sonoo,  0. 
Ammettasi  s = e*ey  e però 

A"*"  JL  — (eu  - 1 ) m(es  - 1 )nexe\  z'z=z  ~z"=  - - - —C*^ 
Xmy" 

e si  avrà 

(eu — i)m(e° — i)n  zz  A B o C o*  -+- ecc. 

-4 - D 0 Fo  0 ecc. 

-+-  F 6l  -+-  ecc.  ; 

e per  tanto  sarà 

A"1-*1  —(eu*' — 1)", 

xmyn 

purché  nel  prodotto  degli  sviluppi  delle  ( e° ** — i)", 
— 1)"  si  cambino  le  quantità  delle  forme  orz'r, 
0’  z‘, , or  6‘  z' r z‘  ordinatamente  nelle  or  z<r) , 6’  z(<) , 
t»r  0‘  zil). 

Altrettanto  si  dica  delle  altre  relazioni  tra  le  dif- 
ferenze e primitive  finite  parziali  e le  derivate  e primi- 
tive rispettive  parziali. 


LEZIONI 


4» 


à 


LEZIONE  II. 


Delle  differenze  delle  derivate , delle  derivate  delle 
differenze  - - - delle  funzioni  di  una  sola  variabile. 


5\6.  Le  scritture 

Vn  J J Z'f, 


significheranno  ordinatamente,  la  differenza  n esima 
della  derivata  mesi  ma,  la  derivata  mesima  della  dif- 
ferenza n e<i ma,  la  primitiva  finita  n esima  della  pri- 
mitiva ordinaria  ni  esima,  la  primitiva  m esima  ordi- 
naria della  n esima  finita,  - — della  funzione  scritta 
appena  dopo,  die  è qui  la  y. 

547-  La  «[unzione  S"y  z=(eL,y — i)a  (5  5{o)  dà  evi- 
dentemente la 

in» 

A"  /'">  — (e°y  — 1)" 


purché  nello  sviluppo  della  (e**  — 1 )"  secondo  le 
potenze  della  uff"'  si  scriva  yim+n  j„  vece  ,|j  (ylm))r, 
e simili  cambiamenti  si  facciano  per  le  altre  quantità 
analoghe. 

La  stessa  equazione  (5  54°)  dà  anco  la  seguente 

(ni) 

(±y),m'—(euy  — i)"; 

e conseguentemente  sarà  Anty(m>“(A"j')<m),  cioè  la 
differenza  n esima  della  derivata  m esima  della  y,  fun- 
zione qualsivoglia,  sarà  eguale  alla  derivata  m esima 
della  differenza  n esima  della  funzione  stessa. 

Similmente,  per  essere  Znyzz(e'ri — 1)“*  si  ha  tanto 

<m)  (mi 

Z*yim)  — (euj  quanto  (Zny)(m'  = (e,J3  — i)'"; 
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e però  sarà  2"y<m’=(2,l>y)<m).  Analogamente  si  dimo- 
stra che  ZnJim'y—  come  ogni  altra  simile 

relazione  anco  tra  le  differenze  o primitive  parziali  e le 
derivate  o primitive  parziali  ordinarie. 

5;fB.  Queste  ultime  proprietà  in  generale  hanno 
luogo  solamente , quando  1*  aumento  della  a:  variabile 
principale  sia  costante;  giacché,  se  esso  fosse  variabile, 
per  esempio  (p( jc),  per  essere 

ri—**»  avrebliesi  ( Ay)'=/(x  J — /(x), 

dove  x,  è posta  in  vece  di  x-t-tf(x);  e però  sarebbe 
(V) —/(•*•)  • ( 1 -t-  <p’(x))  —y'(x), 
ossia  (Ay)'=  \y  -+-/(x,)  ■ <p'  (x). 


Vale  a dite,  la  derivata  della  differenza  di  una  funzione 
eguaglierebbe  la  differenza  della  derivata  di  essa  più 
il  prodotto  del  valore  conseguente  della  derivata  della 
fuuzione  stessa  per  la  derivata  dell’  aumento  della  va- 
riabile principale. 

549- La  ricerca  delle  differenze  e delle  primitive  finite 
delle  derivate  e primitive  ordinarie,  come  qualsivoglia 
altra  duplicata  operazione  analoga,  presenta  difficoltà, 
che  sono  pure  repliche  di  quelle  sviluppate  nel  calcolo 
delle  derivate  o delle  differenze  finite;  e però  credo  di 
limitarmi  rispetto  adesse  alla  esposizione  delle  poche 
seguenti. 

Essendo  (scn.  x)<m>r=sen.(x-i-/nX)  (5  29),  ove  la  X 
esprime  un  angolo  retto,  sarà  ($4^7) 

A"(scn..r)<m' r A"scn.(x+m X)z  ^ascn. -j  scn. (x t-mX+nX+n -j 


Così  si  trovano 
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(A"  co».  x),m'—  (^i  co»-  n -J, 

£"  sen.x  = (3  sen.-j  sen.  (x — mX — nX — n -j, 

Zl'Jinn  cos. x =r sen. cos.  (x  — mX  — nX  — n — ). 

Equi  osservisi,  cbe,  la  derivata  rispetto  alla  X 
della  funzione  x1"1  usata  nel  $ 5 « 3 risulta 

(n-5J'(x))(i-+-/(jrl))(t-Hf(xa)) (i-+-^'(x„_,)), 

ove  le  x, , Xt,  - - - Xw  esprimono  ordinatamente  le 
x’t  x",  - - - x00  usate  nel  medesimo  paragrafo  citato  ; 
ed  anco  osservisi,  che  in  tutte  le  relazioni  esposte,  ove 
eutrano  primitive,  sì  in  questa  lezione  che  nella  ante- 
cedente, si  sono  oinmesse  le  costanti  volute  in  generale 
datali  operazioni;  perchè  riesce  facile  a chiunque  lo 
immaginarsi  la  completazione  dei  risultamenti. 

55o.  Terminerò  questa  lezione  collo  espone  (ma  re- 
gola, mediante  la  quale  si  può  trovare  la  somma  in 
termini  finiti  della  serie 

ay0  P-i-byi 1 cy%  -+-  dXì  t*  -+-  ecc. , 

i cui  termini  sono  i prodotti  dei  corrispondenti  delle  due 

<z-t-ò/-+-c(a-s-d(3-t-e cc.,  ecc., 

quando  si  conosca  la  semplice  somma  della  prima  di 
queste  ed  i termini  della  seconda,  la  quale  sia  a diffe- 
renze costanti  ($47a);  ed  un’altra  per  estendere  a qua- 
lunque derivata  l’esposto  nel  5 tì3  per  le  prime. 

Chiamisi  s la  somma  della  prima  delle  due  serie, 
cioè  abbiasi  la  equazione  identica 
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•a  /<  t -+-  r /*  -4-  d t3  -+-  ecc.  — t , 
si  avranno  anco  le 

ere.  — t', 
a e -4-  6 d t -i-  ere.  — s ", 
6 d -+-ecc.“s'" 


ove  le  A,  A",  - - - esprimono  le  derivate  della  * 
prese  rispetto  alla  t. 

CosV,  chiamisi  S la  somma  richiesta,  vale  a dire 
ammettisi  la  equazione  seguente 

S=ay0-t-btyl-i-ct*yt-*-dtsy3-*-  ecc. 

Sostituendo  in  questa  per  a il  suo  valore  cavato 
dalla  prima  delle  antecedenti,  e nella  risultante  per  h 
il  suo  valore  cavato  dalla  seconda  delle  medesime  an- 
tecedenti, ed  in  quest’  ultima  risultante,  ponendo  per  c. 
il  suo  valore  cavato  dalla  terza  delle  stesse  equazioni; 
e cosi  continuando,  si  ha  la 

t2  fi 

S=.sy0-i-tA\y0-*-  - s"\ty0-+-  — - A"CAy0-+-  ecc., 

la  quale  dà  appunto  la  somma  richiesta. 

In  secondo  luogo,  si  supponga 

yim(x)=A  yw  -e-  B /»-'>  -t-C/ »-»- 1 e-P y"-¥-Qy' 

ove  le  A , B , C,  - - - oltre  essere  funzioni  del  nu- 
mero n,  il  sono  anco  delle  derivate  x1,  x",  x"',  - - - 
prese  rispetto  alla  t ($  63). 

Dalla  equazione  supposta  si  ha  la 

<y1*'  ”(x)=^i.h  /"+,)  nn+i  CM  J'<*',,-t-ecc.; 


ma  d’altronde  ($  6i)  bassi 
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y*+n(x)=_L (J y ». -+-Byn-'ì+cy™-+.ecc.)'  cioè 

/*+■’(*)—  La?"»"-*-  (^'-+-qr<"-,’-4-ecc.; 

XX  X 

adunque  si  avranno  le  «(nazioni 

x1  A^  — A , x,Bn+l—A'-*-B,  x'CK+,~B'-+-C, , 

che  equivalgono  alle  seguenti 

bHAodn=zo,  A nBodn=A'x,n,  A nCx'n=B,x'n,-~, 

che  danno 


od* A —a,  x"‘B=2x,mA'-+-b,  x,*C=Zx'nB'-+-c,--- 

ove  le  a,  b,c, sono  le  costanti  volute  dalle  pri- 

mitive finite  indicate. 

Pel  caso  di  ic=i,  si  ha  Alz=.^j§  62);  e però  sarà 
od  — (—a  cioè  a~  1 , e conseguentemente  A ——7,  • 

JC  jc 


Essendo  A'~- 


nx 


ossia  A’  od*r=. — n — , bassi 

x JT 

od*B=—^Zn-<-b  àoè£x'*=--tn~l)  : 

od  1 x' 

x” 

ma  pel  caso  di  tcxzi  già  si  è trovato  /?,— — ^5, 

J si  ' n n(n — >)  x" 

adunque  sara  b~  o,  e pero  5 ' 


yiM-I  * 


2 X" 

Similmente  si  possono  individuare  C,D, , 

quando  siano  conosciuti  C3 , Zfy , - - 
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LEZIONE  III. 

Delle  equazioni  fra  le  differenze  e derivale 
e delle  primitive  di  et  se. 

55 1.  Si  abbia  la  equazione  F(x,  y)—o  ossia  F~o: 
con  essa  sussisteranno  le  F'~o,  F"—o,  - - - sue  de- 
rivate esatte,  le  Fr+U  — o , Fr+iu~ o, sue  con- 

seguenti, le  AF~o,  A’  F—O,  - - - sue  differenze  finite 
esatte;  ed  anco  sussisteranno  le  seguenti 

\F'—o,  A*F'=o, — ; - A F"=o,  A*F"=o,-~;  e le 

d x+u ^ x+aw ? i [r  ì IJ O,  1‘  X , Ìij O, 

Anzi  avranno  luogo  anco  tutte  quelle  equazioni,  ebe 
potinosi  avere,  combinando  le  medesime  qui  esposte 
in  qualunque  maniera. 

Una  equazione , nella  quale  vi  siano  differenze  c 
derivate  di  una  stessa  quantità  o di  quantità  differenti, 
chiamasi  alle  differenze-derivate  od  alle  derivate-diffe- 
renze; e si  dice  di  quell’ordine,  che  è indicato  dal  mag- 
gior numero  delle  operazioni  eseguite  su  di  una  stessa 
«piantità  contenuta  in  essa,  siano  esse  di  differenze  o 
di  derivate. 

Mediante  le  due  equazioni  F—o  , F'xz. o,  combi- 
nate colla  Fx+u—o  ovvero  colla  A/’~  o , si  possono 
eliminare  due  costanti,  anco  arbitrarie,  ed  ottenete  una 
equazione  della  forma  f(.r,  y,  y' , Ay)  ~ o , cioè  alle 
differenze-derivate  del  primo  ordine  ed  equivalente  alla 
F—O.  Colle  F—o,  F'— o,  Fx+U=  n ossia  A F—o,  e la 
AF'—O  ovvero  Fx+u—o,  si  po&ono  eliminare  tre  co- 
stanti, anco  arbitrarie,  ed  averne  una  della  forma 
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f(x,y,  y,  Ay,  Ay')  — o , che  è alle  differenze-derivate 
del  second’ ordine  ed  equivalente  alla  F—  o. 

Se  si  combinasse  la  F~ o alla  F'—O,  indi  la 
risultante  alla  sua  conscguente  o alla  sua  diffe- 
renza esatta  avrebbesi  una  equazione  della  forma 
ij5(x,y,y',Ay,  Ay')~o,  cioè  contenente  aneli’ essa  le 
quantità y',  Ay,  A y'.  Così,  combinando  la  F—  o alla 
Fx+u~o  od  alla  AFr:o,  c poi  la  risultante  alla  sua  de- 
rivata esatta,  se  ne  avreblie  una  $x,y,y\  Ay,  Ay')— n, 
la  quale  equivarrebbe  aneli’ essa  alla  medesima  F~ o. 

E qui  osservisi  , che  la  combinazione  della  Fzz.  o 
colla  Fx+i)—o  o colla  AF— o può  essere  quella  di  eli- 
minare non  solo  una  quantità  costante  arbitraria  ordi- 
naria, ma  anco  una  di  quelle  contemplale  nel  § f’iq, 
che  sono  funzioni  periodiche  della  x ; dimodoché,  la 
equazione  F~  o equivalente  alla  f—o  può  contenere 
una  costante  ordinaria  ed  una  funzione  periodica  più 
di  questa;  «1  anco  si  osservi,  che  le  due  equazioni 
(p=zo,  t//— o,  trovate  dianzi,  saranno  identiche,  se  le 
combinazioni  fatte  per  ottenerle,  siano  di  eliminare 
costanti  ordinarie  e che  la  prima  costante  eliminata 
entri  nella  F=o  alla  sola  prima  potenza. 

55a.  Una  equazione  tra  le  sole  variabili  od  in  gene- 
rale alle  differenze-derivate  dell’ordine  m esimo  , dalla 
quale  si  possa  desumere,  mediante  le  sue  equazioni  de- 
rivate esatte , o differenze  esatte  o conseguenti , ovvero 
differenze-derivate  esatte,  o combinazioni  di  queste, 
un’altra  equazione  alle  differenze  derivate  dell’ordine 
(/»»—*—/»)  esimo,  si  chiamerà  primitiva  dell’ordine  n esimo 
di  questa.  Essa  poi,  si  chiamerà  primitiva  completa,  o 
particolare,  o singolare,  secondo  le  sue  proprietà  facili 
ad  immaginarsi. 
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Avuto  riguardo  alle  difficoltà  , die  si  incontrano 
nella  ricerca  delle  primitive  delle  equazioni  olle  diffe- 
renze-derivate, esse  si  distingueranno  in  tre  classi,  cioè 
in  apparenti,  successive  e miste.  Si  chiameranno  equa- 
zioni alle  differenze-derivate  apparenti,  quando  l’au- 
mento della  variabile  principale  sarà  indeterminato: 
si  chiameranno  alle  differenze-derivate  successive , 
quando  risulteranno  , combinando  una  equazione  colle 
sole  sue  derivate  e la  risultante  da  questa  combinazio- 
ne colle  sole  sue  conseguenti  o differenze  esatte , ov- 
vero combinandola  colle  sole  sue  conseguenti  o diffe- 
renze esatte  e la  risultante  colle  sole  sue  derivate; 
e miste  chiameransi,  allorché  risulteranno  da  una 
equazione  combinata  simultaneamente  colle  sue  deri- 
vate e differenze  esatte  o conseguenti. 

513.  Parleremo  in  primo  luogo  delle  primitive  delle 
equazioni  alle  differenze-derivate  apparenti , c poscia  di 
quelle  delle  successive  «1  in  ultimo  di  quelle  delle 
miste. 

La  equazione  alle  differenze-derivate  sia 
f(x, y,  o, y',  A/,  A y, ) = o, 

ove  l’«  esprime  l’aumento  della  x variabile  principale, 
che  è indeterminato. 

Si  sviluppi  la  quantità  f(x,y,o,y,  A y,  A y', ) 

in  serie  ordinata  secondo  le  potenze  dcll’o,  ed  abbiasi 
Pom-+-  ^«jm+n-+-ecc.  ; e la  equazione  proposta  sarà 

Pom- 1-  @om+n-»-ecc.  = o, 
la  quale,  per  essere  Yo  indeterminato,  dà  le  seguenti 
P — O , ^ = o, , 

clic  non  contengono  differenze  finite,  cioè  sono  tra  le 
sole  variabili  x,  y e le  loro  derivate. 
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Se  la  P~o  sarà  tra  le  sole  variabili  e soddisfarà 
anco  le  Q—  o,  - - - sarà  primitiva  della  proposta:  se 
essa  sarà  una  equazione  alle  derivate,  si  troverà  la  sua 
primitiva  completa  e la  singolare,  si  sostituirà  il  valore 
della  y tratto  da  esse  nelle  — o , - — ; e determine- 
ransi  le  costanti  arbitrarie,  se  ve  nc  saranno,  ed  anco 
se  occorrerà,  in  modo  di  soddisfare  le  risultanti  indi- 
pendentemente dalla  x;  e si  avranno  «juei  valori  loro, 
clic  ridurranno  la  primitiva  trovata  della  Pxzo,  alla 
richiesta  della  f ~ o. 

11  valore  della  y dato  dalla  V—o  o dalla  sua  pri- 
mitiva soddisfa  quasi  sempre  tutte  le  Q— o, senza 

bisogno  di  limitazione  nessuna  per  le  costanti  ; giacché 
essa  soddisfa  generalmente  la  medesima  f —o. 

Esempio.  Le  rette  MT,  NT  (fìg.  1 4)  siano  toccanti 
la  curva  d//Ar;  m,  n siano  i punti  di  mezzo  delle  rette 
terminate  MT,  NT:  troviamo  la  curva  MtN  per  cui 
la  retta  mn  le  riesce  toccante  nel  punto  t di  mezzo 
di  essa. 

Si  denominino  ordinatamente  x,  y;  p,q\  t,  u; 
x-t-u,  y-+-  Sy  le  coordinate  dei  punti  M,  T,  t,  N. 

Evidentemente  si  hanno 

i , , i 

t—j(ix-*-ax)- 1 — p , 


u—  /,(ly-*-\y)-*--q-, 

ma  d’altronde  risulta 

<■>/  — \r  „ , oy'—\r 

/)~X  + UH 

i , 3 oy'  — A y 

adunque  sara  t ~ x u -+-  — 

i i , i . — Ar  , 

ed  !/—>  -+-- a y -t- -r A >' h — - — - —7—  y\ 

a 4 ‘ 
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Suppongasi  y ~ f(x)  l’ equazione  della  curva  ri- 
chiesta: dovrà  essere  u=:f[t),  ed  anco^^^rr 
e siccome  dev’essere  la  retta  mn  parallela  alla  corda 
MS,  e però  ; così  avrassi  l’equazione 


/du\  /d/\ 


che  è alle  differenze-derivate  apparenti,  perchè  deve 
sussistere  qualunque  sia  l’ o. 

Sviluppando  i valori  trovati  delle  t,  u,  trovansi 


i w»  r"' 
'-*-*--"-+-34  yf 


(J  6)a  / \ 

u—y-t — •/-{ I 3 y" -+- d— y'"  l-»-ecc.,  che  danno 

a-'  24  \ ^ y ) 

/dt\  u2fy"'\' 

{È)=y+  5 (?r"-+-y>y,")-+- ecc- 

e per  tanto  l’equazione  trovata  si  ridurrà  alla 

«/-*-  7/'-+-  ^ (v'-+-  p y")  -+-  «*. 

~ ( 1 S ( y7)  ■*" ecc)  ("•y''4'  t y 'H-ccc-  ) > 

cioè  alla  seguente 

^y'^y'O  -H“c=^y(^) +ect . 

la  quale  somministra 

ossia  y"'—o,  cioè 

dove  le  o,  i,  c esprimono  tra  costanti  arbitrarie. 
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Questa  equazione,  soddisfacendo  la 


•(£)=(*>• 

insegna,  che  la  linea  richiesta  è parabola  conica. 

554-  Essendo  Pom  -4-  ()ol"+"H-ecc.  lo  sviluppo  della 

quantità  f(x,y,  u,y,  \y, ),  i coefficienti  P,  Q, 

in  generale  saranno  i valori  delle  derivate  f , 
corrispondenti  all’  o ~ o ; per  cui  si  po- 
tranno ottenere  anco  colla  regola  esposta  nel  J 1 1 1. 

Evidentemente  nelle  derivate  della  f,  prese  rispetto 

all’»,  compariranno  quantità  analoghe  alla 

osservisi  per  tanto  (5  5{o),  che  i valori  di  queste  quan- 
tità, corrispondenti  olla  o~o,  sono  nulli,  finché  I ra  1 
minore  dell’n  , e sono  ordinatamente 

1.2-3 W>)'<n,  , a • 3 • 4 (im  -+- 1 , - - - 

quando  sia  re  m , — m 1,  - - - . 

5”5.  Passo  ora  a parlare  delle  primitive  delle  equa- 
zioni alle  differenze-derivate  successive , limitandomi 
a quelle  per  cui  o~i  , e rlie  contengono  le  sole  quan- 
tità x,y,yr,  A y,  A y\  le  quali  sono  del  second’ ortiine. 

La  equazione  sia  f(x,y,y,  \y,  Ajv)  = o.  Sarà 
essa  una  combinazione  di  una  equazione  alle  dif- 
ferenze del  primo  ordine,  y{x, y,  \y)  ~ o , con  la 
y(x)  -r-  yiy)y’  y{\y)  A y1—  o sua  derivata  esatta  , 

ovvero  quella  di  una  flx,  y,  yf)  — o alle  derivate  colla 
gl{x-t-rj,  y-+-  Sy,  y’-t-  &y')=  o sua  conseguente. 

Se  avrà  luogo  il  primo  di  questi  due  casi , la  fun- 
zione f(x,  y,  y',  A y,  A y')  ossia  f(x,  y,  y,  u,  ri'), 
ove  l'i*  è posta  in  vece  della  A y,  renderà  identica 
l’ equazione 


/V) -/'(") 


/Ir') 

/'(«') 


=o  (5  341); 
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e se  avrà  luogo  il  secoudo,  la  funzione f(x,y,v,  ±y,  Ar), 
ove  v esprime^,  renderà  identica  la  seguente 

M)«.=»  (S  5 , o). 

Verificandosi  il  primo  di  questi  due  casi,  si  troverà 
la  primitiva  ip(  r,  y,  11)=.  o cioè  la  ip(x,  y,  Ay)  — o 
mediante  la  regola  esposta  nel  J 336,  la  quale  conterrà 
una  costante  arbitraria,  se  sarà  la  completa;  e nella 
primitiva  della  medesima  \p(x,  y,  Sy)  =0 , così  otte- 
nuta, avrassi  la  richiesta , la  quale  conterrà  la  costante 
anzidetta  ed  anco  quella  portata  da  quest’ ultima  inte- 
grazione, die  potrà  essere  una  funzione  della  forma 
7.  (seri,  istx,  oos.23jr)  cioè  una  funzione  periodica  cd 
invariabile  col  variare  la  x dell’  unità. 

Nel  secondo  caso,  tro velassi  la  primitiva (p(x,y,v)~o 
cioè  gl(x,y,y')— o colla  regola  esposta  nel  $ 5 1 1 ; e sarà 
essa  una  equazione  ullc  derivate  ordinarie  del  primo 
ordine  contenente  però  una  costante,  die  potrà  essere 
funzione  arbitraria  periodica  analoga  alla  anzidetta e 
la  primitiva  ordinaria  di  questa  medesima,  'p(x,y,y'j—0, 
sarà  la  richiesta  della  equazione  f(x, j^y1,  A y,  A^)=o. 

556.  Sopra  lio  supposto  tacitamente,  die  l’aunieuto  u 
fosse  costante;  giacché  ho  usato  indifferentemente  le 
due  equazioni 

f(x>y>y>  Vi  ^r')— °>  fi*’  r>/>  V>  (VK)=°: 

se  l’w  fosse  funzione  della  x (5  546),  converrebbe  distin- 
guere, se  la  proposta  equazione  fosse  la  prima  ovvero 
la  seconda,  non  essendo  in  tal  caso  (A^)'  eguale  a A y'. 

557.  Prima  di  abbandonare  la  teorica  delle  primitive 
delle  equazioni  alle  differenze-derivate  successive  vedia- 
mo, quali  debbono  essere  le  proprietà  delle  quantità 
a,b,c,d,  quando  \ a è l’ unità  ; perchè  l’equazione 

òy*  -+-  a y ' b A y ■+•  cy  d = o 
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sia  soddisfatta  da  una  alle  differenze  od  alle  derivate 
ilei  primo  ordine  ; cioè,  perchè  sia  essa  alle  diflerenze- 
derivate  successive;  e cominciamo  dal  caso,  che  debba 
essere  soddisfatta  da  una  equazione  alle  diil'erenzc  del 
primo  ordine. 

Si  ponga  il  in  luogo  della  ly,  e la  equazione,  clic 
dovrà  essere  soddisfatta  da  una  tra  le  x,  y,  u,  sarà 
u'  a y -4-  bu-4-cy-4~d  — o; 

e jierò  (§  555)  dovrà  essere  identica  la  c — a! — ab  — o. 

E di  fatto,  se  c — a'  -4-ab , il  polinomio 
u'  -4-  ay'  -4-  b u -4-  cy  -+-  il 
ridurreblx-si  all’ 

il'  ay'  -+-  bu-4-a'y  -+-  n by  -4-  d 
cioè  al  seguente 

(n  -+-  ay)’  — A (n  — ay)  -t-  d ; 
e jierò  la  equazione  proposta  sareblie 

tp'  -+-  b(p  -4~d—o , posto  u-4-ay  — (p. 

Quindi , trovata  la  (Ji  soddisfacente  la  prima  di  queste 
ultime  equazioni  (5  278),  lacche  soddisfarà  la  pro- 
posta, sarà  somministrata  dalla  primitiva  della  seconda 
delle  medesime  equazioni  ossia  dalla  sua  equivalente 

r.r  i 1 — ( « — ")yx <S  4r>*)- 

Vediamo  anco,  quali  proprietà  si  debbono  verifi- 
care per  le  a,  b,  c,  d,  perchè  la  proposta  equazione  sia 
soddisfatta  da  una  tra  le  x,y,y'-,  vale  a dire,  affinchè 
sia  una  combinazione  di  una  equazione  tra  le  x,y,y 
e la  sua  differenza  esatta  o la  sua  conseguente. 

Posto  y’ — v , la  equazione  a considerarsi  risulta 
A y -+- a v -4- b A y -4-  cy  -1-  d — o , 
e [>crò  (J  555)  dovrà  esseye  identica  la 
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(c  — i)x+l — b(a — 1)^=0  ossia 
c — l — al)x.l-i-bx_l~o  cioè  c — A bx.t  -t-  « . 

E di  fatto,  col  porre  nella  proposta  in  vece  di  c questo 
suo  valore  Aèx_,  -+-abx_t , essa  si  riduce 

if  H-ni/4-  bby-t-y\bx_l-+-abx_ly-t-d~  o 
ossia  A(v  -+-  bx_,  y)  -+-  a (v  -4-  bx.,  y)  -+-  d — o , 
cioè  alla  seguente 

Az-t-as-wi=o,  [tosto  v-4-bx_lyr=zz  ossia  y'-\-bx.ly=.z\ 

dimodoché  trovata  la  primitiva  della  Ì!+a:4-</~o 
o della  sua  equivalente 

*x+,  — (>— a)zx-*-d=o  (S4ot), 
che  è la  prima  di  queste  ultime  due,  la  primitiva  ri- 
chiesta dipenderà  da  quella  della 

y—~  (5  278)> 

che  è alle  derivate  del  primo  ordine. 

558.  In  ultimo  parlerò  delle  primitive  delle  equa- 
zioni alle  differenze-derivate  miste,  limitandomi  però 
anco  per  queste  ad  un  brevissimo  cenno. 

Si  abbiano  le  due  equazioni  seguenti 

y'-t-a  Ay-r-  by-4-c~o,  y'xl.t  -4-ny'-+-bj  x f , -4-cy-t-d =o, 

dove  b , c , d esprimono  delle  costanti.  Supposto 
yx  — u9 -+- (t , $ costiate,  esse  si  riducono 

u'-+-a\u-*-bu-*-bP-*-c~o 

u'x+l-t-au'-*-buT+I-t-h()-t-cu-¥-cP-+-d=.Oi 

e però  le  loro  primitive  dipenderanno  da  quelle  delle  due 
B'-t-niu  + fui  — o , w£+,  -+-  a u'  -t-  b ux+l-4-  c u ~ o, 
purché  la  ,9  soddisfaccia , [>er  la  prima  la  equazione 
c (i  -t-d—o,  e per  la  seconda  la  b $ -4-  c [i  -4~  d — o. 


I 

I 
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Supponendo  u~Aeax,  ove  A,  a esprimono  due 
costanti,  si  trova  clic  A e**  soddisfa  la  equazione 
u'-i-a\u-t-ìiu  — o,  purché  la  a soddisfaccia  la  seguente 
a -t-  a (e“  — i)-*-b—o, 

ciò  clic  ha  sempre  lungo,  quando  sia  costante  anco  a ; 
e che  soddisfa  la  seconda  nella  ipotesi  di  a costante, 
se  a desumasi  dalla 

(ea — i)o+ao+/i(f“ — i)-*— c— o. 

Anzi,  se  a, , aa , saranno  valori  per  la  a dati  dalla 

equazione  a+aca — a+b— o,anco  ua~A  e*,x+  Bera  ‘ + ecc. 
sarà  primitiva  della  u'-+-a\u-*-bux-0,  qualunque  siano 

le  costanti  A,  B,  - - Cosi , se  , à% , saranno 

valori  della  a dati  dalla  («-» -b)ea,-\-(a — i)«— i-t-c— o, 
la  e<piazione  ur~A dove  A,  B, — - 
sono  costanti , sarò  primitiva  dell’altra  equazione  pro- 
posta cioè  della  u^+1 +au'-t-i «x+1  -4- c u — o. 

55g.  Nel  § 557  abbiamo  veduto,  che  la  equazione 
\y'-t-ay'  -+- b A/-*- cy  -+-  d —O , 
dove  a,  b,  c,  d possono  essere  funzioni  della  x , è alle 
differenze-derivate  successive,  quando  sia  identica  l’una 
o l’altra  delle  due  equazioni 

c — a'  — ab~o,  c — abx_, — abx.,—o, 
cioè  quando  riesca  identicamente  nulla  una  delle  due 
quantità  c — a' — ab,  c — ab — ab ; e però  non 
verificandosi  nè  l’ una  nè  l’altra  di  queste  proprietà , la 
projiosta  equazione  sarò  alle  differenze-derivate  miste. 

In  questo  caso,  suppongasi  c — a ' — ab~a  ossia 
c = a1  a b -+-  <*;  e la  proposta  si  ridurrà 

(A y ay)'  -+-  b (A y -+-ay)  -4-fXj-wZ  = o , 

cioè  p'-\-bp-^ay-+-d~o,  ammessa  la  A y-t-ay—p. 


Digitized  by  Google 


DI  CALCOLO  SUBLIME  4<)7  ' 

Eliminando  da  queste  due  la  y,  risulta  lu  seguente 

i*  <•  _ — . __  

\<p' atff b(ft+l -*-cgS-t-d~o , dove 
a—~^a — ')a*+i  » ^x+i  » C—'^n — O^X+I  > 


d — -da — i ) dax+l  -+-  dx+ , ; 

Od 

e però,  se  questi  sarò  alle  differenze-derivate  succes- 
sive, ciò  che  avrò  luogo,  se  sarà  nulla  la  quantità 
c — a'  — a b,  ovvero  la  c — A /<T_,  — a bx., , si  avrà  con 
essa  la  funzione  gl;  e colla  A y-i-ay—tp  avrassi  la  pri- 
mitiva richiesta  cioè  della  proposta. 

Così,  supponendo  c — Aòj_,  — abx„,  la  pro- 

posta riducesi  alla 

A(y' y)-+-a(/-+-  bx.,y)  + py  + d = o, 
e però  equivarrà  alle  due  seguenti 

A^-t -aifi-+-(iy-+-dz=o,  y b^y  — tp, 

dalle  quali  eliminando  la  y,  si  ottiene  la 

&ip'  -+- a xj/  b Sip-t-cp  -\~d  — o , 


ai 

dove  a — a,  b~  — —,  c~«'+-ai^I+^  — a -j  , 

- P - P 


d—d1-*-  db^. — d 


P 


e per  tanto,  se  questa  sarà  successiva,  si  potrà  avere 
con  essa  la  ip,  e quindi  la  primitiva  della  proposta  me- 
desima colla  y-\-  b^,  y~ip. 

Se  nessuno  dei  trinomj 


c — u! — ab,  c — A bx_, — a bx., , 

« — a' — ab,  c — A ò,.,  — a bx_, 

fosse  nullo,  si  potrebbero  trattare  le  due  equazioni 
Tom.  11.  3a 
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trovate 

A fi  a <p'-*~  b±$-+-ctp-\-d~o, 

A^'-h  ai)/-*-  b bip-^-c  )/-*-  d~o, 

come  Ja  proposta;  e così  continuare,  chè  incontrando 
una  equazione,  fra  le  risultanti,  alle  differenze-derivate 
successive,  si  potrebbe  col  regresso  delle  operazioni  ese- 
guite ottenere  la  primitiva  della  proposta  medesima. 

E «pii  osservisi , che , se  a,  b,  c fossero  costanti , e 
la  proposta  equazioue  non  fosse  alle  differenze-derivate 
successive,  nessuna  delle  suddette  risultanti  il  sarebbe. 

Equazioni  integrabili  col  metodo  qui  sopra  esposto 
sono  le  due  seguenti 

— «/-+-(*  — n)y*+i  — axy  — A=o, 
rU.  — ay  (x  -*-  n)yx+,  — exy  — b=o, 
dove  a esprime  una  costante,  n un  numero  intero  po- 
sitivo, e b una  quantità  qualunque  anco  funzione  del- 
la x:  esse  però  si  possono  integrare  anco  con  altro  me- 
todo; lo  esporrò,  integrando  la  prima  di  esse  medesime. 
Rappresentisi  il  polinomio 

y'x+ 1 — ay'-*~(x  — n)yx+l  —axy 


con  f(x)  per  semplicità:  insieme  alla  equazione f(x)~bx 
sussistono  anco  le 

/(x-t-n)r=ò,+,,  f(x-+-n— = , 

/(•*-*- *)=**+.,  /(•*-+-!)=*#+.• 

Si  moltiplichino  queste  equazioni  ordinatamente 
pei  termini  dello  sviluppo  di  ( 1 — a)n  cioè  per  gli 


n(n—  1) 

1 , — riti,  1 o*  , 

a 


_n(n— 1)  

. a _l_  na 


e si  sommino  i membri  corrispondenti  delle  risultanti  ; 
ed  avrnssi  la 
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f(x-*-n) — na  f{x-+-n — 1)-(-  — — - a*/(x-*-n — a) 


rifu  — i) 


flw/(i+i)  + iiaM/(i+  i)±!/i*/{x) 


_ , , «(«—!)  , 

— n n a ^x  \ n~i  n a "jp-f  n»%  “ " ' 


— — a~  - ' /'r+,(x-Hi)±:fi"/<x. 

Ma  il  primo  membro  di  questa  equazione  è evidente- 
mente eguale  ad 


(«+  ‘Rrx+.+  — ±«"  'Vi) 

cioè  ad  nx+B+1  (A**1  a'“*yi-»-xA,M',a"*-yx), 
ed  il  secondo  è eguale  ad  o*+*  A" a~"bm-,  adunque  avrassi 
a*  A"+*  y 'x  er*  ■+■  x n*  A"+I  a'*  ~ a*"  A"  a‘x  bx , 

vale  a dire  la  seguente 

n'  -+-  xii  — a1'1  A"  aTx  hx  , ammesso  a*  A141"1  y a"'  ~ u. 

I,a  prima  di  queste  due  ultime  equazioni  dà 

u~e* x ^ e* 1 ax~l  A" bx a'r , 
e la  seconda  somministra /n ax  2n+'  uar1  ; e però  sarà 

X u1 

yx~  a*"’  I"+I  a'*  e ' T ^ix  A"  //*  a** 

la  primitiva  richiesta. 

56o.  Talvolta  occorrono , per  ricerche  interessanti , 
le  primitive  di  equazioni , nelle  quali  vi  sono  differenze 
finite  e derivate  parziali:  Paoli  ne  parlò  con  qualche 
estensione  nel  terzo  supplemento  de’  suoi  Elementi  ; io 
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farò  solamente  vedere , come  trovare  la  primitiva  della 
seguente 


dove  A,  B esprimono  due  costanti. 

Per  semplicità  userò  il  simbolo  'n  vcce  del 

1 °d  anco  ^ ^<r)  1,1  vece  del  'i1111' 

lunque  sia  la  quantità  (>. 

Essendo  zx,y  — A zx,uy-\~  li  zx-,,y  si  ha 

e^zriy  = B(c"yzx.tiyY, 


dove  n — 


A 

B 


ed  e esprime  al  solito  la  base  dei  logarit- 


mi iperbolici;  e però  sarà 

e^zx,y  = B'(e^zx.liyY', 
e"*  Sx,y=Z?3(e-* 


e conseguentemente 

zX) y — e~ny  Bx  (c-y  z0iy)'-T>  ovvero  zx>y  — e'ny  Bx  $iTÌ(j’) 

la  primitiva  richiesta:  la  $ esprime  una  funzione  arbi- 
traria della  y. 

Se  la  equazione  proposta  fosse 

sar+t,J I 4 z.T,y  B zT,y  — Cr,y  '> 

siccome  la  quantità  àxB~xfurì  t'nyzx,y  è equivalente 
alla 

j)-*-ij<x+o  e*y  {Zx+t  y _ A zx>y  - B 
cosi  la  «piozione  proposta  equivarrà  alla  seguente 
A,  b-x  f*>  e*y  zr>y  = B-x"fx+"  e1*  cxo , 
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la  quale  somministra  immediatamente,  per  primitiva 
richiesta 

zx>y  = e-’n  B (Ix  B*f ,x,,)  e*y  Cx>y)“'  : 

i simboli  f1**,  JXt+,ì,  qui  usati,  esprimono  delle  primi- 
tive particolari  e rispetto  alla  y , e la  2X  esprime  la 
primitiva  finita  generale  rispetto  alln  x. 

Così,  la  primitiva  della  equazione 

zx+i  ij  ^ zx,y  ^ zx,y  — °» 

«piando  A,  B siano  funzioni  della  x,  si  trova , con  un 
metodo  o processo  analogo  a quello  usato  pel  caso 
di  A,  B costanti, 


2-  loc.i 


dove  D,  E,  F,  - - - S esprimono  i coefficienti  della 
equazione 

n-t-Ep-t-Fp-t v- s pr-' -+- Pr = o, 

le  cui  x radici,  ossiano  valori  della  P,  sono  gli  x valori 


della  frazione  — ~ corrispondenti  alla  x eguale  a 

•*  r 


o,  i,  a, , x — i. 

56i.  Se  in  una  equazione  olle  differenze-derivate, 
qualunque  essa  sia,  si  ponessero  in  vece  delle  derivate  i 
loro  valori  formati  colle  differenze  (5  54°)  » ovvero  si 
ponessero  in  vece  delle  differenze  i loro  valori  formati 
colle  derivate  ($  54 1 )>  essa  si  ridurrebbe,  colle  prime 
sostituzioni  ad  equazione  alle  differenze  finite  e colle 
seconde  ad  equazione  alle  derivate,  di  ordine  in  gene- 
rale indefinibile  ossia  infinito:  e nella  primitiva  di 
questa  risultante  avrebhesi  la  primitiva  di  quella  alle 
differenze-derivate,  avuto  l’opportuno  riguardo  alle 
costanti  volute  dalle  operazioni  occorrenti. 


i.f.zioui 
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Co>ì , una  equazione  alle  «ole  derivate  od  alle  sole 
differenze  si  potrà  ridurre  alle  differenze-derivate , po- 
nendo per  alcune  derivate,  pel  primo  caso,  e per  alcune 
differenze  pel  secondo,  i loro  valori  anzidetti  : talvolta 
però,  per  avere  la  primitiva  di  una  equazione  conviene 
eseguire  una  tale  riduzione  o trasformazione  con  altro 
metodo:  lo  indicherò  per  la  equazione 

/(•*»  S)=F(<P(X>  y>  fi) , 

ove  debba  essere  la  funzione  F{<$)  formata  colla  com- 
ponente (p  come  la  y colla  x. 

Si  ponga  x=zttt , eri  yz^@t,  ove  le  a, , funzioni 
«li  una  nuova  variabile  / siano  tali  da  soddisfare  le  due 
equazioni  seguenti 

<P  (•*»  y')=anr . Fi<PÌ = &+.  • 

Essendo  (p~nl+l , ed  F(<p)—f  e però  , si 

avranno  le  due  equazioni  seguenti 


che  sono  alle  differenze-derivate. 

Trovate  le  funzioni  «, ,/?,  soddisfacenti  queste  due 
equazioni,  ed  eliminando  la  t dalle  due  xmxf , y—fit  > 
avrassi  la  primitiva  della  proposta  cioè  della 
/(*>  /)  = F(rp(x,  y,  y'))  ; 

e conseguentemente  avrassi  anco  il  significato  della 
funzione  indicata  colla  f. 

56 2.  Fra  le  ricerche  nelle  quali  occorrono,  se  non 
contemporaneamente  almeno  successivamente,  le  de- 
rivate e le  differenze  finite,  quelle  delle  inscrizioni  e 
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circoscrizioni  dei  poligoni  rettilinei  ad  una  curva  sono 
fra  le  più  interessanti  : esporrò  ciò  che  di  più  generale 
si  può  dire  rispetto  alla  seconda. 

La  curva  sia  quella  rappresentata  colla  equazione 
F(y,  z)~o,  ove  la  z esprima  l’ascissa  e la_y  l’ordinata, 
rettangolari  ; e chiaminsi  p,  q le  coordinate  analoghe 
di  un  punto  qualunque  di  quella  retta,  nella  quale  vi 
è il  lato  (x — 1 ) esìmo  del  poligono,  che  supporremo 
tangente  la  curva  nel  punto,  ove  corrispondono  le  coor- 
dinate yx,  sx;  e pt,  qx  le  analoghe  coordinate  di 
quella  retta  nella  quale  vi  è il  lato  x esimo  del  j>oli— 
gono  stessa 

Evidentemente  avransi  le  due  equazioni 

q—yj=lp— 8*)(^)>  (h—r*+i={p  ; 

e però,  denominate  F,  Q le  coordinate  del  vertice  del- 
l’ angolo  x esimo  del  poligono  cioè  di  quello  compreso 
dai  lati  (x — i),  x etimi,  esse  avranno  le  proprietà  di 
soddisfare  le  due  equazioni  seguenti 

Q-yx+i={ p- *«., ) » 

le  quali  somministrano 

Quando  il  poligono  circoscritto  deliba  avere  qual- 
che proprietà  o relativa  a suoi  lati  od  agli  angoli , ov- 
vero agli  uni  ed  agli  altri,  e sufficiente  per  individuar- 
lo, le  P,  Q risulteranno  funzioni  individuate  della 
semplice  x.  . 
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Per  esempio  : il  poligono  debba  essere  equiangolo:, 
chiamisi  m Pungolo  compreso  da  un  lato  col  prolun-  . 
gamento  di  un  suo  adjacente:  sarà 

ove  l’o  esprime  una  costante.  La  equazione 

F{z,  y)=o  dà  (~£)=  - F'(z)  : F’(y)  ; 
e però  sarà 

F'(z) -+- F'(y)  ■ tang.(jem-i-a)— o. 

Combinando  questa  equazione  alla  medesima  F(z,y)=:o, 
avransi  le  funzioni  delle  x,  valori  delle  z,  y,  i quali 
sostituiti  nelle  sopra  trovate  espressioni  delle  P,  Q,  le 
renderanno  funzioni  conosciute  della  x medesima. 

Cosi,  se  il  poligono  circoscritto  alla  curva  rap- 
presentata colla  equazione  F(z,  y)~o  dovesse  essere 
inscritto  in  quella  rappresentata  colla  f(P,  Q)— o,  le 
z ,y  si  dovrebbero  desumere  dalle  due  seguenti 

F(z,y)=o, 

f( /(s)—  Az—  \y  /(z)\y—yly'(z)-+-y(z)y(z)r+t 
J\  A/M  5 A/(z) 

la  seconda  delle  quali  visibilmente  è alle  differen- 
ze-derivate facilissimamente  riducibile  alle  semplici 
differenze. 


FINE  DEL  SECONDO  ED  ULTIMO  TOMO. 
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